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Vorwort. 



DWenn es einigermassen verdienstlich ist, weniger zur Erweite- 
rung als yielmehr zur grösseren Verbreitung einer Wissenschaft das 
Seinige beizutragen, so hoffe ich mit der Herausgabe vorliegender 
Schrift keine überflüssige Arbeit' unternommen zu haben. Sie soll 
nicht mehr noch weniger als ein Compendium für akademische Vor- 
lesungen und zugleich ein Lehrbuch zum Selbstunterrichte sein, was 
vielleicht den Freunden der Wissenschaft um so willkommener ist, als 
noch kein Werk existirt, welches die zahlreichen in verschiedenen 
Zeitschriften und einzelnen Werken zerstreuten Erweiterungen ent- 
hielte, womit die Theorie der Differenzen und Summen in neuerer 
Zeit beschenkt worden ist. Gleichwohl wird man nicht zu erwarten 
haben, dass ich jede zu meinem Thema gehörige Betrachtung, die ir- 
gend wo einmal vorkommt, in extenso mittheile, denn einerseits sind 
mehrere ältere Arbeiten durch neuere umfassendere Spekulationen 
tiberflüssig geworden, andererseits bestimmten mich praktische Rück- 
sichten, manche sehr weitläufige Untersuchung wegzulassen, die ent- 
weder nur einen geringen Grad von Allgemeinheit besass, od^r zu 
so unförmlichen Resultaten führte, dass man ihre praktische Brauch- s 
barkeit in Zweifel ziehen musste, — Den literarischen Angaben habe 



ich die möglichste Vollständigkeit zu yerschaffen gesucht, ihre etwaigen , 
Mängel aber bitte ich mit den beschränkten Verhältnissen eines. unbe- 
soldeten Professors und mit der im mathematischen Fache ganz ausser- 
ordentlichen Aermlichkeit unserer Universitätsbibliothek entschuldigen 
zu wollen. — 

Besondern Dank endlich schulde ich Herrn Dr. Wiegand für 
die gelallige üebernahme der Correktur und dem Herrn Verleger für 
die elegante Ausstattung des Buches. 

Jena im August 1848. 

SchiömUch. 
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Erster Theil. 

Dlfferenzenreeliniiiis« 



Die Funktionen und Ihre BiirerenEen. 

Die attgemeinftte Abstraktipa, zu welcher. flieh die MathwBatik im 
Verlaufe ihrer stufeuweisen Ausbildung erhoben hat und zugleich die 
höchste, zu der sie sich überhaupt erheben kann, ist der Begriff des 
uubestimmt allgemeinen Zusammenhanges zwischen zwei oder mehreren 
verittderlichen . Grössen. Man gelangt zu demselben, wenn mau es ver- 
sucht die Gränzen der Elementarmathematik dadurch zu erweitem, dass 
man alle die Bescbränkungen, wddie den GriliSsen, womit sie sich 
beschallet, auferlegt sind, so weit als diess Oberhaupt thunlich ist, 
weg&chaiSt« Betrachten wir nun den Gegenstand der niederen Arith- 
metik näher, so finden wir eine Reihe von Regeln, weiche uns die 
Anwendung gewisser Ref^bnungsoperationen lehren, vorausgesetzt, daes 
die Grossen , auf welqhe die Operationen angewendet werden sollen, 
bestinimte aus einer angegebenen H^ge vvm Einheiten zusammengesetzte 
Z^dblen sind. Wollen wir diQ Beschränkung,, welche in der bezeich- 
neten Voraussetzung Uegt, aufheben, wollen w^* die Grössen gewisser- 
massen aus ^iesßr Starrheit erlösen und. in Fl^ss bringen,, mo müssen 
wir zu|n Begriffe der wiUkührlich verSnderlfichen. Grösse aitfsteigen. 
D.ainit. allein, oder awdi mit der Verallgemeinerung, da^g man sich 
mehrere solider, veränderlichen Grö^n dächte, wurde aber nicht viel 
und am allerweoigßten eine Rechnung annuiangen sein, ,denn bei der 
Beweglichkeit jeder djeser für sich yarial^lie^ Grössen würde sich die 
ganze Abstraktion in^ Un^estimmtj^ hiinein yerii^eii» Die^ nödiigt Yins 
zu einem neuen Schriljte, wif'sind namlidi. gezwugen eii^e Verfwdinig 
dieser Veränd^lichen hinziizndenkeo, eincin Zusmuinenhang ähnlich dem 
zwischen Ursache und Wirkung. Dieser Zusanunejaliang zwiscbep zwei 

1* 



oder mehreren Yariabeln bildet, ganz unbestimmt und allgemein ge- 
dacht, den Begriff der Funktion, den wichtigsten der höheren Mathe- 
matik. Sind z. B. zwei veränderliche Grössen x und y durch die Glei- 
chung y s= 2x+3 mit einander verbunden, so erkannt man leicht 
einen wesentlichen Unterschied zwischen den Aenderungsweisen dieser 
Variabein. Sobald nämlich x schlechthin willkührlich angenommen 
werden darf, findet sich y durch die aufgestellte Gleichung von selbst 
und jeder individuelle Werth des x zieht einen ihm entsprechenden 
nach einem gewissen Gesetze gebildeten Werth von y nach sich. So 

erhält man f ür a? = 0,1,2,3,.... der Reihe nach y = 3,5,7,9 

Wir unterscheiden daher unabhängige und abhängige veränderliche 
Grössen und in sofern diese mit jenen durdi eine gewisse Gleichung 
verbunden sind, nennen wir eine Grösse der letzteren Art eine Funk- 
tion von einer Grösse der ersten Art. ' So ist in jeder da* Gleichun- 
gen y = (a?-— 1)*, y = logx, y = sinx jedesmal y eine Punktion 
von X, aber auch jedesmal das Gesetz, nach welchem sich y aus x 
bildet, d. h. die Natur der Fufiktion verschieden. Die Bczeichnungs- 
weise dafür besteht darin, dass man für die variabeln Grössen die 
letzten Buchstaben des Alphabetes und für die Funktion einen der 
Buchstaben F,f,(pitp,x etc. braucht, auf welchen man die unabhän- 
gige Yerättderliche in Klammem eingeschlossen folgen lässt. |!ine 
'€leiclmng wie y =r ^(a?) bedeutet demnach: mit Hülfe gewisser nicht 
näher bestimmter Rechnungsoperationen lässt sich zu jedem indivi- 
duellen X ein zugeordnetes y JGuiden. — ^ Man kann auch x und y 
ihre Rollen vertauschen liassen; sieht man z. B. in der Gleichung 
y == 2a;-f B jetzt y sds unabhängige und x als abhängige Tariabele 
an, so wiiPd A? = -j* (y — 3); in ähnlicher Weise folgt aus jeder Glei- 
chung wie y = q) (x) eine andere von der Form x ^ rp (y). — Es 
versteht isich nach dieser Bestimmung fast von selbst, was man sich 
unter einer Funktion zweier oder mehrerer unabhängiger Variabein 
zu denken habe, nämlich eiüe Grösse, welche von zwei willkührlichen 
Yeräüderlichen zugleich abhängt; ein Beispiel hierzu gäbe die^ Gleichung 
y =-'Ä*-f toy», worin y als Funktion von x und z erscheint. Das 
aDgelineine Sdiema einer Funktion zweier Yariabeln wird in Zei- 



dien durch y = fiXfZ) dargestellt, ebenso würden y « P(m,M,u)p 
y = O {x,%,u,f) u« s« w. Funktionen von drei, vier Yariabeln u. s. w. 
ausdrücken. Auch hier kann man emen Rollentausch unter den vor- 
handenen Veränderlichen vornehmen; aus der Gleichung y rs f(x^%) 
folgt z. B. X =s q)(y,z) und z s t^(a?>y) und ganz ähnlich verhält 
sich die Sache mit den übrigen Gleidiungen der Art 

Der Begriff der Funktion bringt uns nun von selbst auf eine 
Frage, welche zu dem Thema unserer Untersuchungen, den Differen- 
zen variabler Grössen, hinleiteU Lassen wir nämlich in einer Gleichung 
wie y = /(x) die unabhängige Veränderliche x um eine bestimmte 
uns bekannte Grösse h zunehmen, so wird sich im Allgemeinen auch 
die abhängige Variabele y ändern, aber da wir nicht wissen um wie 
viel, so liegt die Frage nach dem Betrage dieser Aenderung am näch- 
sten. Sowie nun f{x) den früheren Werth von y darstellte, so be- 
zeichnet, nachdem x + k 9n die Stelle von x getreten ist, fix + h) 
den neuen Werth von y, und da offenbar 

fix + k)= fix) + [fix + K)-f(x)] 
ist, so giebt der Unterschied fix + K) — f(x) die Grösse der Aende- 
rung von f(x) oder y an. Diesen Unterscbied nennt man die Diffe- 
renz der Funktion f(x) und bezeichnet sie mit J f{x), wobei man 
sich nur hüten muss das Zeichen J mit einem Faktor zu verwech- 
seb. Es ist daher identisch, da es sidi blos um die Definition eines 
Zeichens handelt: 

1) Jnx) = f(x + K)-fix) 
oder man kaim auch sagen: aus der Gleichung 

2) y=nx) 

folgt, wennn sich o; um A ändert, die neue Gleichung 

3) Jy = fix + h)- fix). 

Setzt man in der ersten Gleichung ganz einfach f(x) = x, so giebt 
dieselbe 

Jx = (x + h) — X = * 
und hierin spricht d<«r CalcOl gewissennassen die Forderung nach Cw- 
sequenz in der Bezeichnungsweise aus. Die Gleichung sagt nimlicb, 
da die Aenderung von fix) mit Jfix) bezeichnet worden ist, so 



wurde es consequeot seiB, die AenderoBg ¥oti x, nänlidi h, dnrcfa z/a? 
anzudeuten. In der That werden wir auch diesen Fingeneig üb^att 
da benutzen, wo der Vortfaeil einer elegairten Form den der K&ne 
überwiegt und dann 

an die Stelle der Gkidiung 1) treten lassen. 

Die Bflferenseii der einfachsten Funktionen. 

Um das im vorigen Paragraphen Gesagte durch einige Beispiele 
zu erläutern, wollen wir die Differenzen einer Anzahl von ^ziellen 
Funktionen entwickeln,, und zwar wählen wir für die letzteren die ein- 
fachsten Funktionen, auf welche die Arithmetik und Geometrie hin- 
fuhren. 

Gehen wir von der Potenz aus, so bietet schon die einfache 
Gleichung ^ 

1) 6« = 

Gelegenheit zur Bildung von mehreren verschiedenen Funktionen. Da 
nämlich in ihr drei verschiedene Grössen vorkommen, so kann man 
immer je zwei von ihnen als Veränderlich und die dritte als unver- 
änderlich ansehen, und diess giebt drei verschiedene HauptMe, welche 
wir der Reihe nach betrachten wollen. 

I. Ist a unveränderlich und ändern sich b und c, so k^nn man 
entweder b = x und c = y oder 6 = jr und e =; x setzen, wobei 
X immer die unabhängige Yariabele bezeichnen möge. Man hat dann 

xf^ =z y und y** = o?; . 
entwickelt man aber y aus der zweiten Gleichung, so sind die beiden 
Funktionen 

y = Oßf^ und y =B 0?'» 
nicht wesentlich von einander versehieden, denn beide heissen Poten- 
zen und stehen unter dem gemeinsdiaftlichen Schema 

2) y = xf". 

Daraus fdigt sogleieh: Jy ^ (as + Ay* — «/*, oder 



3) ^y = a?^[(l+|)'*-l]. 

IL Ist b uavoränderlicb^ sa kaiio eojtweder a ~ 9> und c ^ y 
oder a = y und e s=z x sein. Der erste Fall giebt die sogonaimie 
Exponenzialgrösse ft* und lur 

4) y^b^ 

findet man Jy = J*+* — 6* oder 

5) Jy = (i*— !)**• 

Der «w^ite Fall ffibrt, wea& man die entstehende Gleichun(( 6^ :» «; 
nach y auflöst, zum Logarithmus» nämlich 

6) y := logx , (bas.() 

und dann wird /Jy sm hg(m + K)-t-lag 9 oder 

m. Ffir ein constäntes c endlich erhfilt man, wenn zuerst a= x 
und J =: y gesetzt wird 

8) y* =5 c oder y = c* 



I 



und folglich Jy = q^^* — c* 

femer fiir a = y und b ^=s x 
ad» = e. 
Nimmt man beiderseits die Logarithmen in dem Systeme mit der Basis 
e, so giebt diess yloya; 3= 1 oder 

und hieraus findet man ohne Schwierigkeit 
10) Jy= — 



logx.log(x'\'h). 

Eine weitere Queue verschiedener Funktionen ist die Goniome- 
trie, weil wir auch hier zusammengehörigen Paaren yeränderlicfaer 
Grössen begegnen, wie z. B. Bogen und Sinus, Bogen und Tangente 
etc. Um aber nicht besaniite ud unbeiiannte Zahlen durch eintiider 
SU haben, wollen wir die Bögen sfimm^di iii Tbeilen des Halbmes- 
sers ansgedrüdit voraussetzen, so dass es in diesem Sinne zu jeder 
abstrakten Zahl a einen Sinus , Cosinus u. s. w. giebt. Die Reduktion 



8 
eines solchen unbenannten Bogens auf Grade g^chiebt leicht durch 
die Bemerkung, dass der Länge n der Bogen von 180» entspricht, dass 
mithin die Gradeanzahl 5, welche zur Länge o gehört, mittelst der 

Proportion 

TT : o = 180" : ff» 
gefunden werden kann. — Eine Gleichung wie 6 = «na giebt nun 
zunächst för a = «, 6 == y: 

11) y = «nir 

mithin J^ « «tt(a? + A)-«n« odcrTünter Anwendung der bekann- 

ten Formel «na — «»/? = 2«n— g— «o»"^* 

12) ^y s= 2 jtH-j «<"(* + -j)' 

Setzen wir dagegen = y , 6 = », so ist in dir Gleichung « « «n y 
nunmehr y derjenige Bogen, dessen Sinus die Länge % hat. Da es 
aber solcher Bögen unzählig viele giebt, so woUen wir aus dcnsdben 
nur den IMmtm hervorheben, d. h. dasjenige zwischen und -5- rt 
enthaltene y, für welches «n y = a; ist. Bezeichnen wir diesen Bo- 

gen mit Armns), so wird 

j[3) y = Arcnnos', 

ferner Jy = ire«n(a; + Ä)-imm<r. woraus man dmrch Anwen- 
dung der Formel *) 



♦) Wenn die Bögen • nnd «, Ton denen 1. der r»««" ««" ni6ge, im ewten 
Q,.drante nUegen, nnd m« = « > m. = /» W, so folgt ,«» « = •/ l-«*- 
«o»» = ^\ — /»*; die geometrische Formel 

,i„(tt — ») 5= muco»»— »«»»««»• 

yenrandelt sich hierdurch in 

Da «her unter den gemachten Voraussetzungen auch «-f ein spitzer Bogen .st, so 
wird hieraas _____ 

Andereweits folgen aber wegen der de« « nn* . «ng«ri.«>ne« Grinzen aus m« _ « 
„nd «». = /» die Gleichungen • = ir««.«, . = im«l/», durd. deren Sutetatufon 
die vorige Relation «wischen «, ., « «nd /» in die oben ciürt. Formel abergefthrt 
wird. 



Aresina— Äresinß s= Aresm («/*1— /»*—/» /^1—a*) 
sogleich die Differenz erhält 

14) Jy = Ärcstn[(x + k)i/^l—x^—x/^l — ix + K)^. 

In ganz derselben Weise entstehen aus der Gleichung ( =c cosa zwei 
verschiedene Funktionen. Die erste ist 

15) y = eoix 

mit Jy =z. co8(x+h) — cosx oder unter Anwendung der Formel 

eosa—cosß = — 2sin^^^ . $in ^^^ 

16) ^y = — 2«m^.«n(» + -2). 
Die zweite hieher gehörende Funktion ist 

17) y = ÄrecoßXy 

wobei wieder Ärccos x den kleinsten derjenigen Bögen bezeichnet, ^ 
welche x zum Cosinus haben, oder y als Bogen des ersten Quadran- 
ten vorausgesetzt wurd« Bemerkt man, dass dieser Definition zufolge 

Ärccosx =• y — Aresin X 

ist, so hat man Jy =s — [Aresinix + h) — Aresings] d.i. nach dem 
firüheren 

18) Jy = — Armn[{x + h)^^:^^^—x^^\ — {x + h)^. 
Aus der Gleichung ( = tana entspringen ebenfalls zwei Funktionen, 
je nachdem man a = o? und & =» y oder a = y und ft =: a; nimmt. 
Die erste dieser Funktionen ist 

19) y = tanx 

und wenn man hier die Differenz Jy == tan{x + h) — tanx mit Hülfe 
der goniometrischen Formel ^ 

tana — tanß== — ^^ ^ 

umwandelt, so wird 

* ^ CO«.« . €08 (X + Ä)* 

Im zweiten Falle x ^=i tany folgt dagegen, wenn y als spitzer Bogen 
vorausgesetzt vnrd, 

21) y = Arctanx, 



und durch Anwcndong der bekannten F<»mel ♦) 

Arctana — Ärctanß = Arctan ^^ , j^ 
auf die Differenz Arctan {9) + h) — Arctanx wird jetzt 

22) ^y - Arctm ^j^^^Thy 

Gehen wir endlich von der Gleidittiig b = cota aus, so ist einer- 
seits für a = »* * = y 

23) y = cet» 

und wenn wir für die Differenz Jy =: cot(x + h)—cotx die goniome- 
trische Formel 

benutzen, so ergiebt sich 

24) Jy = — isr^TTiMÖH^- 

Ander«seits giebt die Gleichung i= cafafara=yt6 = a?, wenn 
y als spitzer Bogen vorausgesetzt wird 

25) y = Arctotx. 

Berücksichtigt man hier, dass den Definitionen von Arctm x und 
Arccotx zufolge die Gleichung 

Arccotx = y — Arctanx 
statt findet, so hat man Jy^ — [Arctau{x + h)— Arctanx] oder 



*) Für tan tt == a, tarnt = ß Yecwandelt sich die goniometrische Fofjnel 

ia 

Sind tt und 1; beide spitze Bögen und u^«, so ist auch u — v ein Bogen des ersten 
Quadranten und mithin 

u — t^ 1=5 Arctan ~ 



l+aß. 

Andererseit» folgen aber nnteir den genachtto Vor»aMetzniigea aus den GUichangen 
tanu =z a, tanv =z ß die neuen Gleichangen u = Arctan a, « =x Afctanß, durch 
deren Substitution die vorige Beziehung zwischen u, v, a und ß in die oben benutzte 
Formel übergeht. 
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26) Jy^-Arttm ,^4+*) . 

Die kleine FormelnsammluDg, welche durbh diese fietrachtungen zu 
Stande gekomiofn i$t| wir4 maa nun leidit lur Bildung von Beispie- 
len für die späteren allgemeinen Theoreme der Differenseii und Sum^ 
menrechnung benutzen können. 

Bie BUrereBsen aiuMUBunejice^eteter Vnnklionen. 



Sind die Funktionen nicht so einfach, dass man wie im Torigen 
Paragraphen ihre Differenzen unmittelbar entwi<^eln kann, sondern 
Tielmehr aus einzefaien Funktionen zusammengesetzt, die man für sich 
wcdd differenzireii könnte, so entsteht die Frage, nach welchen Ge- 
setzen sich die Differenz der Gesammtfunktion aus den Differenzen der 
einzelnen Bestandtheile zusammensetzt Wir wollen diese Frage unter 
der Voraussetzung beantworten, dass die complizirtere Funktion mit 
Hülfe der vier Grundrechnungsarten aus anderen Funktionen gebil- 
det ist. 

I. Sei mnachst /(o?) eine Summe oder Differenz mehrer anderer 
Funktionen, also etwa 

/(a?) = 9)(aj>±V'(a?)±x(a?)± 

oder kürc^ 

1) ^ y = t« + » + tf + ..... 

wobei man nur zu merken hat, dass jf,t«,t^,... sämmtlich Funktio- 
nen einer unabh&ngigeo Variabelen m bedeuten, so zieht die Aende- 
rung des x eine gleichzeitige Aenderung von yytc,f?,t<7,... nach sich. 
Geht also o? in o? + A über, so treten y + z/y.w + -^t«,t?-h-i/«^> 
to-h^iOy... an die Stellen von y,if,v,to,... und es ist dann 

y + ^y==r (w + ^t4) + (ü + z/ü) + (lC-h^ta)+.... 

hieraus folgt durch Subtraktion der Gleichung 1), 

2) Jy = Ju±Jv±Jw± 

Schreibt man für y seinen Werth, so eriiennt man aus der Gleichung 
J(u±v±u>±....) = Ju±Jv±Jw±.... 
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dass sich das Zeichen J auf den Inhalt einer Parenthese ähnlidi ver- 
theilt wie ein gemeinschaftlicher Faktor, eine Analogie, die wir später 
weiter verfolgen werden. 

n. Ist f{x) ein Produkt aus zwei andern Funktionen q>{x) und 
i^(j;) also f{x) = y(ap)V;(ap) oder 

3) y = UV, 
so folgt, wenn sich o? um A ändert, 

y + J}i= (w + Ju){v'\'dv) 

= tiü + Ujdv + vj\k + Ju.Jv 
und durch Subtraktion der Gleichung 3) 

4) Jy^^uJv-i^vJu + Ju.Jv* 

Wäre einer der Faktoren u und v constant, etwa tissjir, d. h. ent- 
sprächen den verschiedenen Werthen von x nicht verschiedene Werthe 
von V, sondern immer einer und derselbe k, so würde eine Aende- 
rung des x keine Aenderung des v nach sich ziehen oder es wäre 
Jv = 0. Aus 

5) y = tu 
folgt also dann 

6) Jy = kJu , oder J(ku)= kJu. 

Aus diesem und dem unter L bewiesenen Satze lässt sich nun ein 
allgemeineres Theorem herleiten« Ist nämlich ^ 

7) y^Au + Bv + Cu> + .... 

wo Ä,B,C,... beliebige positive oder negative von x unabhängige 
Zahlen, also relative Constanten bedeuten, so ergiebt sich 

8) Jy = ÄJu + BJv + CJw + . . . • 

III. Ist endlich f(x) gleich einem Quotienten -^^ oder 

SO wird durch Aenderung des x 

und wenn man die Gleichung 9) davon subtrahirt unter Reduction auf 
gleichen Nenner 

1Ö> -^y= n(u+Ju). . 
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Diese Formel könnte z. B. dazu dienen, um aus den Differenzen von 
eosx und sinx die von tanx abzuleiten, indem man 11= cosx und 
V = sinx setzte. 

DlirereiiBen hdherer Ordnungen^ 

Da die Differenz einer Funktion von x immer wieder eine Funk- 
tion derselben Yariabelen ist, so muss es offenbar möglich sein, die 
Operation des Differenzennehmens auf diese neue Funktion anzuwenden, 
das dabei erscheinende Resultat ebenfalls wieder zu differenziren u. s. f. 
überhaupt die gedachte Operation beliebig vielmal nach einander vorzu- 
nehmen. So giebt die Gleichung 

J9^f(x + h)—f(x) 
wenn man beiderseits die Differenz nimmt 

J(Jy) = Jf(x + h) ~Jf(x) 
wofür man kürzer zu schreiben pflegt 

J^y = Jf(x + h)—Jf(x) 
Da man nun die Differenzen auf der rechten Seite entwidieln kann — 
es ist nämlidi^Aa? + Ä) = f(x + 2h) — f{x + k) und Jf{x) = f(x + h) 
— /(x) — so erfahrt man hierdurch die Bedeutung der zweiten Diffe- 
renz von y. Nochmalige Differenziation gäbe jetzt 
JiJ^y) = J[Jfijs + h)]-^J[Jf{x)] 
oder 

und da man vorhin die Bedeutung der zweiten Differenz kennen gelernt 
hat, so lässt sich die rechte Seite- entvnckeln und lehrt, was unter 
^'y zu verstehen sei. Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, 
ist unmittelbar klar und es bedarf nun noch einer Untersuchung über 
' das Gesetz, nach welchem sich die successiven Differenzen von y bilden. 
Bezeichnen wir zur Abkürzung die Funktionen 

f{x + h) , f(x + 2h) , f{x + Ü) , f(x + 9h) 

worin $ eine positive ganze Zahl bedeatet, mit 

»I * »z > »a » y« 
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so dass y^ mit y einerlei sein wurde ^ so gelten dem Begriffe der 
Differenz zufolge die Gleichungen 

^y '=yi—y% 

^yi == yi—yt 

1) { ^y« = yz—yt 



^y^ — ys—Vs-i 

■ Nimmt man die Differenz der ersten Gleichung, so wird 

^-^yt—^y% — (yi—yi)—(yx—yt) 

oder 

\ ^^=yt^iyx+y% 

I hiervon ist wieder die Differenz 

j Jhf=:Jy^ — 2uJy^ +^lte 

= (y«— yi)— 2(y,— yt) + (yt— y«) 
oder 

^'y = y« — 3i/a -f %i — vo- 

Eine nochmalige Anwendung derselben Operation würde zu der Glei- 
chung 

^*jr = lU— 4^3 + 61^ — 4yt + jfe 
filhren und man sieht leicht, dass die allgemeine Form dieser Glei- 
cfanng durdi 

^*y=cy»— i*iy»-4 +-4^*-«— +4.yb 

ausgedruckt wird, worin A^,Ai,*..A9 gewisse conatante nur von s und 
ihrem Index abhängige Coeffizienten bezeichnen, deren Bildungsgeset^ 
noch unbekannt ist. Ein Blick auf die bMierigea CoeOizienten 

1 , 1 . 
1,2,1 
1 , 3 ,3, X 
1,4,6,4:,! 



• •-••«• 



führt aber auf die Verjpooithung,. dass i| »i,, .^ i« mit denjenigen Zahlen 
identisch sein könnten, welche angeben wie viele Combinationen zu je 
ein, zwei, drei ... $ Eiemeatejji mh ans $ Elementei). bilden lassen, 
wonach 
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^i — i > ^1— 1,2 **»— 1.2.3 *••' 

sein müsste. Bezeichnen whr diese ZaMen mit <|»f2»Ss»... so wäre 
jetzt 

^'» = y*— «I y*-i + «1 y*-i — •••• 

OK diese Annahme richtig sei oder nicht , muss eine neue Differenz 
zu erkennen geben. Man hat dann 

J$^ty = Jy^ — 5^ J'y^ + «j Jy,^ — .... 

oder wenn man auf jedes Glied recht den Satz Jyn = Vn+i "^ 9n an- 
wendet 

J"^^y= (y«+i— y»)— *i(y,— y^)+«ify»-i— y(H^>— .... 

d. i. durch Vereinigung der Glieder mit gleichen Faktoren 

-^•+*y = y^+i — (l+«i)y» + («i +«j)y^ 

Han hat aber 



1.2.3....n • l.a,3....«(«+l) 

"^ 1.2.3....n l "^ MTJ ' ' 

d« u weil d#r ietzte Ausdrudi so au$ ^+1 gebildet ist wie $^^ aus s 

2) »^^t^H-i = (*+l)?H^4: 
und wenn man diess in der Gleichung für J^^y benutzt^ so wird 

^-*-V = »H-i — (*+i)i y* '+ («+i)ay^ —..'.. 

D{(s.lH|imliche würde man auch aus der Formel für J*y erhalten ha- 
ben., inrenn man dort « + 1 für < schriebe. Die Formel bleibt also für 
z/*+* richtig, wenn sie es für ^«war, und da sie für ä = 1 gilt, so 
ist damit ihre AUgemeiogültigkeit bewiesen« .Wir haben demnach 

3) . ^J!U — ti^—hyf^ +«>y«r* — — + (— l)'»*yo 
wofür man vermöge der Bedeutung von y,yi,y^,... auch die Glei- 
chung 

substituiren könnte. {,; ;, ,; ; .'.. i. .. ,i 
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So hat man beispielsweis für f{x) 3= (*, 

.... +(— 1)'5,6* 
oder 

5) ^*6* = 6*[(6*)'— 5t (6*)-* + 5,(5*)*^«— ....+(— ly«,]. 
Da man hier die auf der linken Seite vorkommende Differenz s^er 
Ordnung auch unabhängig von der rechten Seite für sich entwidieln 
kann, so gelangt man hierdurch zürn Beweise eines neuen Satzes. Es 
ist nämlich 

^6« = (6*— 1)6« 

jif^ ^ (6*— 1)^6* = (6*— 1)«6* 

^3jx ^ (Jfc— 1)»^6* = (6A_l)«6* 



jslx ^ (6fc_l)^*^6* = {h^—iyhx 
und folglich, wenn man diess in No. 5) substituirt, 

oder wenn man (^ = « setzt 

so dass also auch die Differenzenrechnung einen Beweis für den bino- 
mischen Lehrsatz bei ganzen positiven Exponenten liefern kann. 

Nimmt man als zweites Beispiel für das Theorem 4) f{üij^=tü^y 
wo fft eine ganze positive Zahl bezeichnen m5ge, so vnrd 

6) z/«(a;«) = (a?+f A)«— 5^ (a?+;=iÄ)«+*2 (a?+*"==B)"'— 

+(— l)'«,a^ 

Auch hier kann man wenigstens in einigen Fällen den Werth der lin- 
ken Seite unabhängig von der Reihe rechts entwickeln und dadurch 
wieder zu einem neuen Satze gelangen. Es ist nämlich 

J{af^) = {x+h)^ — aJ** 
oder wenn man auf (a?+Ä)w den binomischen Satz anweddet 

wofür Wir kurz schreiben wollen , - 
Hieraus ergiebt sich nun weiter 
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d. 1. wenn man fär jedes einzelne Glied das Torliin Gefundene benutzt 

+ 

indem man hier diejenigen Glieder vereinigt, welche gleiche Fotenzen 
Ton X enthalten, erkennt man leicht, dass sich die zweite Differenz 
voll afi^ unter die Form stellt 

J\a^) = m{m—l)a^^h^ + A^a^V + ä^jj^«*« + .... 
Hiervon ist nun weiter die Differenz 

+ V*^(^"*) + 

und wenn man die Differenzen auf der rechten Seite entwickelt, do 
erhält man ein Resultat von der Form 

+ »jjj^«*« + ..,. 
Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, erhellt von selbst' und 
zugleich erkennt man, dass mit 'jeder neuen Differenz eine Erniedri- 
gung der Potenzen von x eintritt. Da andererseits auch leicht einzu- 
sehen ist, dass keine negativen Potenzen von x vorkommen können, 
so erkennt man hieraus zusammen die Richtigkeit der Gleichung 

J^{a?^) = m(m— l)(m-2)...(ifi— i;r=4)a;'»-*"**, 
welcher zufolge die m^« Differenz von jpm sich auf eine von x unab- 
hängige oder constante Grösse reduzirt. Man hat dann weiter 

^m+i(a^) = , z/«-»-^a^) = , ... u. s. f. 
Es ist daher leicht, den Wertli von J\a^) fär die zwei Fälle anzu- 
geben, wo 5 entweder = m oder > m ausfällt, nämlich 

z/«(j:«») = l.a,3...m.Ä'" für«^»i 
= für « >m. 

Diesen zwei besonderen Fällen entsprechend giebt nun die Gleichung 

6) für s = m 

2 
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7) l.a.3....m.A« 

= («-{^m^'^-^m^ix+ii^h)^ + mn{3t+ni^isk)'^^-' 

und fiii- s >in 

8) t) = (JJ+SÄ)«— «|(a?+i3IA)»» +«2(ar+r=2Ä)~— .... 
für X = erhalt man daraus die beiden speziellen Sitze 

1.2.3.,.a» = a»"»— «,(m— ir + fWjCw— 2)"»— ....: 
und 

=^ s«— «1 («— ir + fi(#— 2)«— «3(»— 3)« + .... 
nvobei aber s >m s^in muss. Nimmt man dagegen in No. 7) x:=:l,h 
= l,tn = y — 1, so ergiebt sich die gleidifalls bemerkenswerthe Spe- 
zialisii;ung *) 

= pp-i-(i,-i),(p-i)p'i + (p-i)^(]^2r^-(p-i),(y-9)p^ + .... 

Als drittes Beispiel für die Formel 3) oder 4) benatzen wir die An- 
nahme fix) = ginx; es ist 'dann 

9) J*9inx 

= sin{x+sh) — *| $in(x+r^h) + h ^'n{x+7—ik) ..... 



*) In den Zusäteen zu B«MKr» Alg^ra (1776) leitet L«fl«i«e liierai» 4as ITt/- 
soti*8che Theorem aber Primzahle» auf fdlcoii4f Weiae ab. 0« 1 3s(j^^l)i-^(^^l)t 

-hCf**!)! — ••• ^^* ^^^ ^^^ ^^ 

1.2.3.... (^—1) + 1 
^ ^P-l_(^_l)JQ,_l)P-l_l] + (^_l)J(y_2)P-l_l] 

— (P— l)if(|>-3)i»-^— IJ.f .... 
Zufolge des Fertna(*schen Satzes ist aber oP' -— 1 immer darch p ohne Rest theilbar, 
sobald p eine Primzahl und a kein Vielfaches Ton p ist. Daraas ersieht man, dass 
jedes Glied der Reibe rechts dnrch p aufdiridirt werden kann und ein Resultat von 
der Form 

giebt, worin Gi,G2,G^,,„ positive ganze Zahlen bedeutM. Da aber die fiinomial- 
koeflizienten (p — l)i,(p — 1)% etc. immer ganze Zahlen sind, so erkennt man, dass 
die rechte Seite eine ganze Zahl ausmacht. Da nan dasselbe fär die linke Seite gel- 
ten mass, so folgt, dass 1.2.3...(p — 1) + 1 jederzeit durfch p aufgeht, wenn p eine 
Primzahl ist» und hierin besteht das Theorem von Wilson. 



id 



Andererseits hat man aber 

Jsin X = 2«n -^ • ^* (^ + "j") 

J'^sin X = 2«» -g - J(»9 (^ +-5-) 
oder wenn man die Differenz auf der rechten Seite nach der Formel 
för Jcosx entwickelt, indem man x+-^ an die Stelle yon x setzt 

J^iinx =: — {2sin\)\n {x + ^). 



Man findet dann weiter 
oder 



h 2 5M 



Jhinx = — (2«iii-^) coj(a:+-^) 
^«ttwj? == + (25in-5.)*«ii(a?+-y-) 
J^sinx = + (25111 J) «»(a?+-|-) 



und mit einiger Aufmerksamkeit wird man leicht bemerken, dass der 
Zeichenw^ehsel n^ksh dein Sdiemu 

Tor sich geht» Berücksichtigt man noch, dass eine Reihe wie 

+ tonz^ , — tin%j , — cotz^ , + $in%^ , + cosz^ , — . ... 
unter der Form 



2 

sn 



dargestellt werden kann, also das s^ Glied der^lben durch th^i-^+z^ 
ausgedrückt wird^ so crbttt man 

10) J'sinx = (2«n-^) «»(aj+Ä-^) 

und durch Vergleichung mit No. 9) gelangt man zu der Summenformel 

11) (2«-ni.)Vi«^+f^) 

= «ii(a?+f*) — «|«tn(a?+i^*) + «j«n(a?+iII5*) — 

Ganz fthnUch Vksfii sich die Beiracbtang für die Spezialisirung f{x) 
=: eo9X durcbfübren. Die Formel 4) giebt nämlich 

2* 
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12) J^co$x 

= cos(a?+sA) — 9^cos{x+T^ih) + $^cos{x +7^^) — 

Andererseits ist aber unmittelbar 

J eo8X = — 25in-^ sin(x+-^) 
Jh98X = — (2stn-^) co8(x+-^) 
Jhosx = + (2«i»-2-) $in(^+-^-) 

Jhosx = + (2«in-^) cof(a7+-^) 

Da inaD aber eine Reihe Ton der Form 

— fin»|, — cos«,, + «iiÄj, + c#««4, — ».... 
unter der bessern Gestalt 

darstellen kann und folglich das »te Glied dieser Reihe durch 

ausgedrückt wird , so übersieht man sogleich die Richti^eit der Formi^l 

& * 7r4-A 

13) J'coBX ^\2sinr^) cos(a?+»— ^ — ) 

aus deren Vergleichung mit No. 12) die nachstehende Reihensummi- 
rung resultirt: 

14) (2«iii-|-)' cos(a:+«-^) 

= cQ$(x-\:$h) — «|Cö«(a?+iIIifc) + «,coÄ(a?+iI^) — 

welche der in No. 11) entwickelten vollkommen analog ist. 



IJmkelirang de« Im vorlsen P*ri^^»plien behABdelten 

Probleme«« 

Formulirt man die Aufgabe, mit welcher wir uns Jni vorigen 
Paragraphen beschäftigt haben , folgcndermassen : „irgend eine der Dif- 
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ferenzen Jy > J'^y , J^ > .... etwa J*y durch die Funktionen 
!^o > 2^1 > j^i > •••• auszuifrdeken,^ so erkennt man bei nur geringer 
Aufmerksamkeit, dass sich diesem Prelileme das umgekehrte gegen- 
über stellen lässt: „irgend eine der Funktionen ffe ^ Vi » ya > •*•• 
etwa ys durch die Differenzen Jy , Jf^ , J^ , .... auszudrücken.** 
Die Lösung desselben ist sehr leicht , wenn man die Gleichungen 1) 
des vorigen Paragraphen in der Form^ 

y^ ^ y + Jy 

yi = yi + Jyi 
^) \ ya = yi + Jyt 



y* = y»-t + ^y«-f 

schreibt und jede in die darauf folgende substHuirt» Dies^ gtebt fol- 
gende einfache Rechnung 

yi = (y + Jy) +J(» + Jy} 

= y + 2Jy + J^y 
Ml = (y + 2Jfy + ^^) + ^(y + 2^y + 4*y> 
= y + d^y+SJ^y + JY 
u. s» L 
Da hier dieselben Coeffizienten auftreten, denen wir sdion im vorige» 
Paragraphen begegneten^ so dürfen wir vermuthen» dass 

yt = y + \Jy + ««^V + ;^- + ««^*3r 

sein werde. Die Ricbtigkek dieser noch problematisc^eD Gleichung 
zeigt sich sogteich , wenn oNin mit Hülfe der Gleichung y^^j^ = ^^^ -f z/y« 
ehren Schritt weitier gelit. Es müsste nSrolich sein^ 

y»+i ~y ^ 9^Ju'\- $^J^ + + «*^*y 

+ Jy + s^J^y + + f^^J'y + #,^+V 

Uiller Anwendung des " Satzes »„ + «„+ 1 == (« + l)n-f i urtd unter der 
Rücksicht, dass «« = (9+ i),+| =: 1 ist, erhält man jetzt 

y.+i = y + («+i)i^y + («+iMV+.... + («+JWi^^^^y-- 

Zu derselben Gleichung würde man auch gdmgt eem , w^n man in 
der Formel für y^ unmittelbar s + 1 sn die Stelle V6fn s gesetzt bitte; 
jene problematische Formel 'findet also in dein Schlüsse von 5 auf s + 1 
ihren Beweig. Die Gleichung 



^) ih^y + h^M + «i^V + «a^V + + ^sJ*y 

läs^t sich abng«Dft in ein^yr sehr compeoditeeaGesUltdvsIdlen, weon 
.mau sidi die Fiktion eriaHbi, in ^p , Jh^ elc die Ordnuagtindices 
2,3,.« als Eipopenten nnd y al^ geneinschaftlicliefr FAlor aniu- 
seben; man bat dann ^ehr kuri 

was der blosen äusseren Form nach mit 2) Abereins4i«iml, SQbald 
man (l + z/)< auflöst, wobei man aber nie vergessen darf, dass in 
den einzelnen Gliedern der so entstehenden Reihe der Sinn ton J^ , J^y 
etc. zu ändern ist Gleichungen der Act, welche mii anderen For- 
meln identisch, der Bedeutung nach aber yoii diesen yerscfaieden 
sind, hat man etwas unpassend sjmhnliscbe genannt, so dass also 
No. 3) eine syrrnbolis^e ßars^flteng Ton No« 2) ¥tfare. -^ Schreibt 
man die Gleichung 2) in der Gestalt 

+ i(!^l^^^.) + 

und setzt nodi jA = £, wo e ein Vielfaches von h ist, so bat mau 
auch wegen s *= -7* 

4) A.+.) = fix) 4-f ^g^ + ^^^-/> ^"^ 

' 1,3-3 i» '^'"" 



Die Reihe ist so weit foFUius^en, M» sie von seibM abbridU, wa» 
nothwendig einmal giMM^ehctt mU3s, weil unter don Grtesen &^2A,3ft 
auch ein Vielfaches i(on & vorkommeiv muss, ^xelches £ gleich ist. 

Will man die Formel 2> auf irgend eiaeB speziellen Fatt an^ien^ 
den, so setzt diess v^aiu^, dass mpn sänun^Ucbe Biflhrenaen 4^»^Vf 

4^ wirkVch entwickeln llönne; da aber di4 An:pW dieser Diffe- 

ra)4€» UMdl die QrdMit der l»5^len y^m ihn«» kvüi « gleiehieiti« 
w^chnen, so ersidbt Mn vcm s^st, da^s Gitor cineinigeri«9^siaii^ grüsaes 
5i di4^ 9iii^tiel|uiig v«n y» s^ü iwfiMigiiwiihi w^ hetdiwenUeh iy»^ilh»Ui 
wird und zwar besonders dann, wenn dit auciM$iveo :DiQümMl9i sieh 



nicht nach einem leioht nbersehbarctt tie»e|ze Mden. Wir vemucbea 
daher den Bedarf an Differenzen m v«nrmgem und stellen uns die 
Aufgabe, y, durch eine vorgeschriebene Anzahl von Differenzen, 
etwa dur^h jiy ,jthf ^ J^ , i..<»d^ MUttdbrAcken, wobei n<t sein soU. 
Stellt man die Gleichung 2) in der fo)g«aden F«nn dar 

5) y* == y + ^1^9 + ti^*y + •^..- +-«w~,^»-'y + «• 
worin R^ zur Abkürzung dient, nämlich 

6) K ^ 9n^}f + »«+1^+'^ +«.+«^"^*y + .-.M + $.^y 

so übersieht maa auf der SUHe» das» unsere Aufgabe «ich darauf re« 
duzivL, SM«» JIa die DiSereiuiea ^'^'^'sr » ^'"^V «^ berauszuficbaffett. 
Die; Transfenmiaiion,. welche hierm dient, ist am letcbteslen einzusehen* 
wenn man zuerst di» einfacfaeüan F£Ua betrachtet, in welchen Am aus 
nur zwei, dr«i^ vier GlÄed^ru ii.s»w. Iwdteht, also » = 5 — 1 ^ s— 2» 
**^a « ^. iit. Man hat da»» 

odei* wegen des bekannten SAliBli «*4Hm=^ ibt«. ^ 
JR^, Ä^ 9,ä^y + .^^^4^) 

unik we»i) wan die Glieder ni| gleidiefi Differeuz^u vereiiiigi 

Mail hat nun weiter 

uud wenn man för^Jl^^ die zuf^i^eForm setzt 

Da aber ^«^^y© = J»-\JyJ =n j[/*-«(jj^_y^) und gtn».älmlich J'^T^yi 
== ^^\Jy^) = ^•~'*(y.2 — y^ ist; »©• i^ina maa aucb , 

IcAen und daraus findet. iUMm .ver»uS|09.4es Werthes vou «.j.Mud diiich 
Vereinigung alles Dessen, was sich vereinigen lisst^ 

Um K^3 zu transformiren, brauchte man blos zu bemerken, dass 



u 

oder vermöge der zweiten Form von Jt*-, 

ist, wo man die {$ — 2)^«R DifferiMuea rechts durch die (s^3)Uitt ans-« 
drücken kann; man erhalt so 

Vergleicht man nun die transformirten Werüie Ton Ji»-^ , ]!,_, , A^, 
mit einander , so scheint sich darin folgendes Gesetz aosMisprechen : 
R^ = («-l)p^/»-Py, + (.-a),^!^-!«,, + (»-a)„-r'l-«Vi + ..... 

+ {»--f^^^ifp-i + ^"'yv 

worin p eine positive ganze Zdd < • beiachnet und die kurze .km- 
drucksweise der Binominalkoeffizienten angewendet ist. Als Controle 
für die Richtigkeit dieser Annahme wird non der Sdihiss von f auf 
p + 1 dienen. Man hat nioilich unmittdbar 

..~. + t,J*y 
d. h. wegen »,-p-i => Sp+i und vermAge der «rspröhglidran Fonn «o» Rt.^ 

oder zufolge der zweiten Form von Jl,.^ 
R,-j^ = s,+tJ-P-% 

+ («- D^'-i-y, + (.— 2)^,^-*y, + 

... + {t-f\2p-ryp-i + J-ry,. 
Wendet man die Bonerkung, dass flberiiaiqtt 

= ^-^V»+i — ^-*^'»«. 
auf die einzelnen Glieder der obi|;en Reihe, mit Ausnahme des ovteo, an 
und reduzirt so die (>— p)te<> Differenzen anf die (• — f—^\)tf, so wird 
Jl,_p_, = B,+iJ-*-% 

+ (»-lUJ'-P-'yt - J'-P-%] 
+ (s-2%^[J-P-'% - ^-i-Vi] 



+ (»-p)t[^'-'-% — ^-^V-i} 



und durch Vereinigung gleidmamiger Glieder 

+ [(»-1% - (s-2),^]>-*^y, 

Die allgemeine Form der eingeklammerten Differenzen ist hier, wenn 
r eine ganze positive Zahl bedeutet 

(«— r)p-r-t — («— r— l),H-r 

und diese kann man mit Hülfe dee bekannten Satzes 

qm + ?m+| = (j + l)m+i ©der (j+lWi — «m = qm-hi 

in einen einzigen Binomialkoeffizienten , nämlich für f +1 "= » — r, 
m = p — r, in 

(«—*•— l)p-H-l 
zusammenzidien. Man erhält dann 

..... + is—p—l)^J'-i^% + ^'-'-»yn-i 
also Dasselbe, was man aus Jl^-p bekommen wurde, wenn man darin 
p+1 an die Stelle von p setzte. Die für j — p angenommene Form 
erweist sich hierdurch als richtig und giebt für s— p = n oder p= « — n, 

7) Ä, « (•— D^-n^, + («— 2),-»-i>yi + 0—8), »-jz^y, + .... 

+ («— f=;)i2^y,-«-i + ^*y,-i». 

Wendet man noch den Satz q^^m = qm auf jeden einzelnen rechts vor- 
kommenden BinomialkoeiBzienten an, so ist für 

8) y, = y + fiz/y + «,^y + ... + Sn^^J^^y + Ä» 

9) «•== (j-lV-i^y. + (f-2)^iJ^y, + (5-3)^,^y, + 

und hiermit hat unsere Aufgabe ihre Lösung gefunden, da auf der 
rechten Seite keine höhere Differenz als die Mtcr Ordnung vorkommt. 



VisreMioK ilker ««• Th«*r«ai v*» T»il«r. 

Giebt man dem so eben entwickelten Satze die Form 

1) f(x + $h) 

,(,-l)(,-2) ... («-iTZr-H) . 

- ^ 1.2.3... (n-l) ' ^ A^'^ + 'f« 

und setzt darauf sA =. e also < = ^, so erhält man 

2) /(aj-4-e) 

„^^ . e ^/te) ■ e(e-*) ^'A^?) , c(e-*)(e-2A) z/Y(x) 
-/Wi-^ ^ + ^2 *» "^ 1.2.3 A» ■^••' 

£(c-A )(g-2A) ... (e —i=;ih) J^-'m . » . 
■•• "^ 1.2.3... (M—1) ^iPT- -f- «» 

und hier inuss niw s «in Vielfaches von h sein. Diese Besdiränkung 

Hesse sich wegschaffen, wenn man h .unendlich abnehmend dächte, 

denn jede Zahl, gleichviel ob rational oder irrational, lässt sidi als 

der Gräiizwerth eines Produktes th ansehen, wpvon der eine Faktor 

s in's Uncudliche zu - und der ai;idere in's Unendliche abnimmt,*). 

Setzt man die Gränzwerthe 

, ,. Jfix) ^^ ^ 

hm — '-j^ — «= f{x) 



Lim 



— TS— =« A (a;) u. s. I. , 



*) So ist 2. B.^= 1,414213 ... d. E. ^2" ist <fcr Grkn'zwertfi der Piocfultl« 

14.^ . 141. -r^ . 1*14. -nW . 14142- H^ > 

in welchen der erste Faktor eine fortwährend wachsende, der andere eine e1ieni»o 
unausgesetzt abnehmende Grösse darstellt. Aehnlich verhilt sich die Sache in jedem 
anderen Falle. 



so sind /*(«) , f"(ai^ , f"(x) etc. bekanrtlich nichts Anderes als die 
successiven Difereniialquotienten von f{a>) und twenn man nun auch 
in. den KoeiBaentoi I' bis zur NoU abndttnen Usst, so ist 

finJ hier kommt es nun noch auf die Beslimmung von Lim JR» an. 
Nennen wir 5 die Summe der Coeflizienten (s — l)n-~i , (s— 2)^-1 , 
(j — 3)»-_| etc., so ist offenbar 

jl ^ e (*— l>i^^yo + (t— 2)»,4^yi + + (»— I)»~i^*j^>>> 

(5—1)«-, + («—2),-^ -h + (»— l)»-,. 

Es hat aber nrdit die mindeste Sdiwierigkeit den Werth von S zu fin- 
den, denn setzt man für jeden einzielnen der BinomialkoelfizienteB 

(g — 1),>_| , («— 2)i,-_j , seinen Werth, so erkennt man, leicht die 

Richtigkeit der Gleichung 

« — ^. i\ Fl j. *-** .. (<-n)(5- n-l) , (<-n)(j-tt-l )(5-n-2) . l 

*-^'^^^-4* + iT+li:i)^:-2) + (s.1)(5.2)k7.3)" + J 

wobei die e&igeklammerte Reihe soweit fortzusetzen ist, bis sie von 
selbst abbricht und folglich s — n+I Glieder besitzt. Bezeichnen nun 
o« > Ai > Ol ••• Am und f^rbi f (j.... (m irgend welche Grössen, so ist 
identisch 

ft§ft| 6i ^w 

— 1 -j- -f- -—— -f -p — - - ^ • "r 



+ 






was man leicht dadurdi verifiziren kann, dass man jedes Glied der 
rediten. S«itft in aein^i BoaUndlbaile aMriegt. Für 9i^ vs^ $i ^. c^ t=t s—l , 

öj = «—2 , 6o = $ — n , b^ = g^n — 1 , b^ = ^ — n— 2 atc. ergibt 

sich hieraus i 

(5 — n )(g —n — l)(s — n — 2) .... (<— n— m) 
(«— 1)(5— 2)(«— 3) .... (g—m) • 



28 
_n n 8 — n __ n ($ — n)(s — n—l) 



n (f— »)(#— n— 1) — (»-iir~iii+l> 

«(f— !)(«— a) •.... («—«1+1) 

wobei die Reihe rechts m+2 Glieder besitzt Nimmt man die ganze 
Zahl m = s—Hy so wird 



0_ 1 _ JL [i + J=?L + J!=!^(^^-^ + .. 



8-1 ^ («-l)(s-2) 

(f—ji)(f— »--!)_•- 2. 11 

"^ j(*— 1)(«— 2) -..(n+l) J 

und folglich 

j_ , , >~^ . (<— »)(g—n— 1) (g— h)(>-hi^1)(<— M-2) 
» ""^"^ s— 1 "^ («-1)(5— 2) "^ (,_i)(,«2)(s— 3) ■•" ••"• 
womit die Summe der in Rede stehenden («— ii+l)gliedrigen Reih« 
gefundm ist. Diess giebt dann 

und dem Werthe von Jl, zufolge 

(9-V)^ + (« ^2)»_. + •... + (»-!)._, 
Es lassen sich nun leicht zwei Gränzen angeben, zwischen denen der 
Werth von A« enthalten sein muss. Bezeichnen wir nSmlich eine Zahl, 
welche zwischen der grössten und kleinsten unter den Zahlen a, /?, /, 
... X enthalten ist, mit 3f(a ,/?,;/,... A) , so dass also» wenn y die 
grösste und x die kleinste jener Zahlen bezeichnet, immer die Un- 
gleichung 

y > M\a,ß,y,...k) > x 
statt findet, so gilt der folgende für unsere Untersuchung besonders 
brauchbare Satz *) 



. 1 - *} Ist nämlich y der grösste nnit^x der kleiiMte ttotisr den Quotienten 

B ' ' B B 

— *— — ^ — —^ 80 gelten die Beziehungen 






Ai A^ Afn 



y>^>x 



g, + Bf + Bt -f .... + g» 

Ä^ + ^1 -f» iij + •••• + ^m 

^ m(J9- . Jl_ , JL Js-) 

\ Aq Ä^ A^ Am ' 

in welcbem A^ , A^ , A^ , ... Am und Bg , B, , 0, , ... B^ ganz be- 
liebige Grössen bezeichnen. Hieraud folgt nun sogleich in der Anwen^ 
düng auf Jl« 

Ä» = SnMiJ^y^ , zi*yi , J*y^ , ... J^»^ 

Substituiren wir auch hier -tt- für t und /(ap) , f{x+h) , fix+2k), 

cic. för y« , yi , y, • ... »o wird 

^* "" 1.2.3 ... ».*» 

X M[J^f(x) , ^A«+*) • ^A«+2A) , ..• //•/(a?+;=;/4)] 
. woTür man Termine der Bedeutung von M und wegen ik =. € auch 
schreiben kann 

*" ~ 1.2.3 ... n 






^ Bm ^^ 

nnter welchen auch zwei Gleichungen Yorkonmen. Mnlliplhirt man die ertU Relation 
mit J* , die zweit« mit A, , Ht driti« mit A^ etc. «nd addirt darauf, m> i«t 

y(i4, + i, + A^ + .... + i«) 
> Ä, + B, + B, + .... + B» > 

x(^ + A, + A, + .... + .1«) 
daraas folgt durch Division mit ^. + A^ + ^, + ... + Am 

V ^ g . + J>, + g, + ... + B, ^ 

^ ^ A, + A, + A^ + ... + A„ -^ ' 

was mit dem obigen Safzc 4rof Datselbe hinattskoDiint. 



80 

^ ^l A- ' Ä- • —h- • - —hn ]• 

Lassen wir nun h bis zur. Grinze Null abnehmen und berikksichtigen, 
dass überhaupt Lim — ^ — = /:»)(ii) wird, so ergiebt sich, wenn 
wir zunächst die aj+* , x+2h , .•. «+«— «Ä noch beHM^lten 
Lim Rn = -j-K — 

Hier durdüäuft die Variable u , welche wir dem /f») leihen gönnen, 
das Intervall x bis x + e —nk und zwar sprungweis, weM die auf 
einander folgenden! Werthe toil u, nänlidi x , x+h , x+2k etc., im- 
mer um h differiren, wenn aber h Qri)egräozt abnimmt, so durchläuft 
u das Interrall x bis x+b und zwar stetig, weil die Weiten der ein- 
zelnen Sprunge unter Jede angebbare GrSsse hinrf) vermindert «ind. Die 
grösste und kleinste unter den Zahlen ^*>(a?) , f^*\x+k) , f^*^(x+2h), 
... /">(a?+6— n*) sind jetzt nidits Anderes als das Maximum und 
Minimum, welches /•«(!«) erlangt, wenn u das Intervall x bit x+e 
durchläuft. Tritt das erste etwa for u = er, das zweite tür u ^ ß 
ein, so haben wir 

^''"^ *" = 1.2.3 ... n *f/^"^(«) ' ^^"WJ. 
Lässt man nun in der Differenz 

*[/<»)(a) , /t»)(/?)] _ fin^u) 

u von X bis x + ß gehen, so wird dieselbe einmal negativ, nämlidi 
far M = a, und einmal positiv, nämlich für u :=: ß; unter der Vor- 
aussetzung, dass /^"H>t) stetig und endlich bleibt von »=:« bis x + h 
folgt hieraus, dass es einen zwischen x und jp + A liegend«»! Werth 
von u etwa u = (o geben müsse , für weldien 

also 

wird. Da aber w >x und zugleich <r ä; + e ist, so darf man lo = 
x + Xa setzen, wo X einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Die 
Zusammenfassung dieser Betrachtungen giebt nun den Satz: 



Bleibt di» Funktion f(")(«) «ndiich ond Zeitig «Chrmd d«B In- 
terralies u = x bis u = x + e, »o ist für l^il^O, 

uihI kiefin spricht sich diä Theorem ¥ott Ta^flor aus« Seist man 
x = und schreibt nachher o? für £, so ergiobt sieh daraus das 
Theorem Ton Mae Laurin, niUnlich: 

Bleibt die Funktion f^'^tu) endlioli «d stetig während des Inter- 
valles «r^Obisicss:^, soistfäri^il^O 



1.2...(»»— 1) 
x»/<«)(A«) 



1.2.3...n 



Ute Interpolatloiisfomiel. 

Die Uleichung, welche wir unter Na. 2) in §. S. kennen lern- 
ten, nämlich 

lässt noch eine Betrachtung ans einem anderen Gesichtspunkte zu , die 
den wichtigsten Attweiidungen der Dtfferenzenrechnung zugezfihlt tu 
werden verdient. Schreiben wir nämlich 

rar X , x+h , «+2A , j? + 3Ä , .... 
femer A^ , Ai , A2 f A^ , 

so ist zunächst 



Behauen wir vaii der Reibe rechte n Glieder bei und setaen x + sk 



d.h. a + iÄ=Ä also f= — ^ — und ferner 

1) n^M^A + -^j^JA+ j-^3,5 JH + ..... 

■ (g-o)( g'a-*) (a?-a-2A)...(g-o-iIl2*) .f^jä 
"*" 1 .2.3 ... (ii-l) . A*-« "^^ ' 

so sind einige der bemerkenswnthesten Eigenschaften der bierdurcb 
delinirlen Funktion tff(%) leicht zu entdedien. Es mri nämlich 
für s = a=<io , tfß{») = A=sAg 

„ %^a+2k^a^ , tlK%)^A + 2JA+JH^A^ 



d. h. mit anderen Worten, die Funktion tff{%) besitzt die Eigenschaft, 
für «3= a^ , Ot p ä^ , :. a»^ in A^ , Ai , A^ , ... J«^ überzugeben« Fer- 
ner ist leicht zu entecheiden, in welche Categorie die Funktion ^s) 
fiUlt, denn denkt man sich alle auf der rechten Seite von 1) angedeu- 
teten Multiplicationen ausgeführt und sämmtliche entstehende Partial- 
Produkte nach Potenzen von z geordnet, so entsteht ein Resultat von 
der Form 

2) iiß(z) =- c; + C^t + C^z^ + .... + (?»-,«—« 
worin C^ , C^ , C^ etc. aus a ,h , A , JA , J^A etc. zusammengesetzt 
sind. Die vorstehende Gleichung zeigt nun,, dass ifH,z) eine rationale, 
ganze algebraische Funktion von z und zwar eine des (it — !)(«■> Gra- 
des ist. Kehrt man diese Betrachtung um und setzt a^ pü^ , ... On—^ 
so wie A^ f At , ... An-~i als zusammengehörige gegebene Zahlen voraus, 
so enüiält die Gleichung 1) die Auflösung des Probiemes: „diejenige 
algebraische ganze und rationale Funktion von z — sie heisse i/;(«) 
— zu bestimmen, welche für n gegebene um das Intervall h von ein- 
ander entfernte Werthe von z , nämlich z:=^ a^ , a^ , a^, ... ttn-i > ^^^ 
ebenfalls gegebenen enteprechenden Werthe tp(aQ) = Ao , tf){a^ ) = ii, , 



ip(fl2) == ^i » ••• t^Än-i ) ~ -^»-1 «iwwÄiot.** Denkt man rieh dte Seeh« 
geoineiriseh imcl betracKtet Oq und ^1^ , o, nnd ^4, , ... a«^ und >ln-i 
als die zusammengehörenden Coofdinaten vqn n Punkten, »o v&iy^sfi\p{%), 
wo \f){z) durch No. 1) bestimmt wird, die Gleichung derjenigen para- 
bolischen Cur?e (M-^l)'en Grades, welche dqrdi die gegebenen n 
Punkte hindurchgeht. Verlangt man z. B. diejenige Parabel, welche 
durch drei Punkte geht , deren Abscissen 1,3,5 und deren Ordinaten 
7,11,31 sind, so ist a= 1 , A=2, 
iig = 7 



JA, =» a» 



.4, = 11 
A^ = 31 
und nun wird nach No. 1) 

^^z) ^ 7 + -^-g- .4 + ^,^2^^^ . 16 

= 11 — 6ä + 2ä* 

mitliin ist jetzt y == 11 — 6s + 2^^ die Gleichung der gesuchten Pa« 
rabel. "' '" 

Diese Betrachtung^ fuhren uns auf ganz natürlichem Wege zu 
dem Probleme der Interpolation. Sind nlmlk^ n Werthe 0^,0,, 
... a»_i einer unabhängigen Variabelen und' n dazu gehörende Werthe 
A^ , A^ , ... An-i einer abhängigen Veränderiidien gegieben , so kann 
die Frage gestellt werden ^ „auf welche Weise ttsst sich zu einem be- 
liebigen anderen zwischen o^ und dn-i enthaltenen Weifhe der unab- 
bängigen Variabelen, cftwa (, der zugehörige Werth B der abhängigen 
Veränderlichen finden?'' oder: „wie kann man tWisdien irgend zweien 
der gegebenen Grösse^ i« , A^ , ... in-i JQ^tt^ nach deäiselben Gesetze 
gebildete Grössen einschalten?*' Man ubersiieht aber leicht, dass diese 
Aufgabe in die ReSie der ^abestimmtein Aufgäben gehört, denn 
so wie es unzählige ihrer Natur nach ganz verschiedene €urven geben 
kann, wädie ^äinintlicfa dttrA H gegebene Punkte g^hen, so sind audi 
hier unendlich verschiedene Funktionen q)(x) möglidi, die für jk = o«, 
aj , •.. a»_, die Werthe g)(a^) = A^ , g>(ai) = Ai , ... (piOn-^O ^M-i 
annehmen, und jede dieser Funktionen Hesse sich zu der verlangt^ 
Einschaltung benutzen; es wäre nämlich B r= g)(b). Bestimmt jedoch 

3 



wird die Aufgabe, wenn die Funktion ^(x) eine algebraische rationale 
und ganze sein soll , denn in diesem Falle 3wird q>(x) =*; i/<c) und 

wobei rechts m Glieder zu nehmen sind. Diese Betradituog ist selbst 
in dem Falle von Yortheil, wo man die Funktion /(%) kennt, mittelst 
welcher <i^ » a, > ..^ a^^ mit A^y A^ , ... An-^ verbunden sind ; denn 
wenn das Intervall o^ bis o»^ nur wetaig betr&gt, und /lusserdem die 
Funktion f(%) nebst ihren Differenaalquotienten sich innerhalb desseK 
ben stetig ändert und endlich bleibt, so kann f{a) nur wenig von 
xp(x) verschieden sein , weil das Theorem von Mac Laurin uns die Be- 
fugniss ertheflt, f{z) näherungsweis für eine parabolisidie Fttnktion 
anzusehen. Man kann also nahcrungsweis statt B=s f(h) die Gleichung > 
BK=r tp(i) substituiren, dv h* die Formel 2), zur Interpolation benutsen. 
Einige Beispiele werden dies« deutlich machen. 
Es sei 

00 == 37 , ^ = 0,«018150 

a, = 38 , A^ = 0,6156615 

«a = 39 , il^ = 0,6293204 

a, = 40 , i, « 0,6427876 

04 = 41 , ii4 = 0,6560590 
und die Forderung gestellt, den Werth B zu finden, welcher i sr 37 -|- 
entspricht, so hat man 

^/^. = 0,0138465 j 

^^.==0,0136589 -^^•=-0^0001876 

^^. = 0,0134672 ^H = - 0,0001917 

J^, ^ 0,0132714 I ^'^« = - »'««»»^^S 
und die folgenden Differeqzen werden = 0. Da nun A=;.l, so fin- 
det man Jeicbt ... 



^<u^,= Q,0000041 
J^J!t = 0,0000041 
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ft— g 
l.h 
' (b—a){b—a—h) 

1.2.A» 
{b—a)(b—a—h)(b—a-^) 



1.2.3.Ä» 



JA = 



J^A = 



J*A^ 



0,6018150 
0,0103849 

0,0000176 

0,0000002 



B ■= 0,6122153. 
Eine Controle kann hier leicht angestellt werden ; es ist nimiich f{%) 
=s dem Sinus von s- Graden, mithin B gleich dem Sinus 37-{- Grad 
SS «iH 37* 45', und in der That stimmt der gefundene Werth ron B 
damit überein. 

Um zugleich die äbersichtlidie Form zu zeigen , in welcher, nvin 
diese Ret^nung gewöhnlich auszufahren pflegt, gd>en wir ein zweites 
Beispiel in etwas grAsserm Maassstabe, wubei lof n auf 9 Dezimalen 
berechnet werden soll. 



num. 


log. 


diff. I. 


ir. 


III. 


IV. 


3,14 


0,49692 96481 










3,15 


0,49831 05538 


138 090&7 








3,16 


0,49968 70826 


137 65288 


— 43769 






3,17 


, 0,50105 92622 


137 21796 


— 43492 


277 




3,18 


0,50242 71200 


136 76578 


— 43218 


274 


— 3 



hiernach ist 




A = 


. 0,40692' 96481 


. JA =» 


0,00136 09057 


J^A^ 


— 0,00006 43769 


J*A = 


0,00000 00277 


J*A^ 


— 0,00006 0000» 



h := 3,14159 26ft36 , h » 0,01 , h^a ^ 0,00159 26536 
und wenn man hiernach die fünf ersten Glieder der Reihe 2) berech- 
net, so engiebt sich B d. h. 

log (3,14159.2658») ^ 0,4971498726 
was auf 9 Dmu^aisleltai richtig. ist. 
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indem man auf ähnlidie Art wie voHiin sich Aberzeugt, dass die Ord- 
nung der partiellen Differenzirungen keinen Einflnss auf da» Endresul- 
tat ausübt. Das Gesetz nun, unter welchem die rersdiiedenen bisher 

I 
entwickeilen AusdiiQcke stehen, ist leidit zu erkennen. In der ersten 

Colonne rechts steht nftmlich tc dlein , in der zweiten stehen Jx^ > ^^^ 
JtU,... soviel dieser. partielten DlffereBzen Yorhanden sind, die dritte 
Vertikalreihe enthält alle Combinationen zu je zwei Elementen, die 
aus J^u , JyU , .... ohne Wiederholungen gebildet weiiAen kdUnea, die 
vierte Colonne giebt die möglichen Combioati<Hien zu je drei aus dea^ 
selben Elementen ohne Wiederholungen vl. s. w. Mk einem Worte» 
das Bilduhg^esetz ist dasselbe,- als waaii man die MuhipiikaÜen 

(1 +-^*)(i + 'Jy){l + J^){i + -^i) .... : ' 

ausgeführt und darauf an jedes entstehende Paitiaiprodukt n angesetat 
hätte. Man kann daher die symbolisdie 'Formel 

= [(1 + ^x){\ + ^y) .... (1 + •^.)}tt 

aufstellen. Subtrahirt man nun beiderseits» f^x ,y,'... r) = w, so er- 
giebt sich die totale Differenz 

2) JU = [(1 + Jx)(\ + ^y) •... (1 + ^i) — 1>* 

oder .... . ..;.,. 

3) f{x + Jx,if + ^tf , ....f-f-^)^/<»,y,....0 

= [(1 + ^*)(1 + ^y) .... (1 + ^t) —^ Ij f(X , » , .... t). 

Nicht minder leicht ist es, für die totalen Differenzen höherer Ord- 
nungen eine ähnliche symbolisdie Formel anfzkstelleii. '^ Bei zwei Varia- 
helfen hat man zunächst ^ . . : . 

also wenn man auf jedes einzelne Glied die Formel . für ^h selbst i^* 
wendet 
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oder iiacti gehöriger Vereinigung 

JhA = ^2« + 2J^d^H + JfM 

+ 2^^/yW + 2Js^'^ + ^-^1«. 
Man kann aber viel i*ascher hierzu durch die Bemerkungen gelangen, 
das» bei einer neuen Differenzenbildvng ein neues J auf ähnliche Weis« 
wie ein neuer Faktor an jedes einzelne der vorhergehenden Differenz 
herantritt. So ist 

Jhi = Jg/lu + J^Ju + J:fJ^Ju 
oder wenn man sich die Fiktion erlaubt, dass ^u ein gemeinschaft- 
licher Faktor sei, 

E3 ist aber Jn bekannt und zwar = {Jjf + J^ + JsJp)Uj wenn man 
auch hier die symboli^cbe Darstellung benutzt und mithin wird jetzt 
ebenfalls symbolisch; 

Diese Betrachtungsweise ist leicht auf die Formel 2) anzuwenden ; man 
hat nimlich 

Jhi =* [(1 + J^Kl + J^) .„. (1 + Jt) - ll^u 

= [(1 + ^,Ki + ^f) ...• (1 + ^i) — lyu 

ferner ganz d>enso 

Jh, = [(1 + Z/,)(1 + Jy) ..., (1 + Ji) - 1] VU 

= [(1 + J:c)(i + Jy) .... (1 + ^t) — n^ 

u. 9* yi. 
Ud>eriiBU|Nt gilt für die a^« totale Differenz die elegante symbolische 

oder in der Bezeichnung durch Funktionen 
5) J^f{x , y , .... r) 

= {(1 + ^x)(l + Jy) .... (1 + ^t) - im«? > y .... 



M 



§. f. 

Za«auiiiieiih»ii9 Bwi«ehem den BUTerenaen and hdheren 
BlflierenBtnlqnotienten einer Fnnlttlon, 

Schreibt man dee faj/Ior'sdien Salz iii der Form 

80 erkennt man leicht, dass derselbe dazu dienen kann, die Differenz 
^f(x) in eine nach Potenzen von h fortgehende Reihe zu entwickeln, 
vorausgesetzt dass /^"H«) ^^^ mithin ♦} auch f(n) , f^(n) , f\u) , ... 
/^"^(fi) innerhalb des Intervalle« Hr=x bis ti = a;-f A endlich und con- 
tinuirlich bleiben. Sind nun sammtliche Differenzialquotienten f(x), 
f\0D) , f*'(x) bis in*s Unendliche hinab innerhalb des gedachten Inter- 
valles endliche und stetige Funktionen von x und hat man ausserdem 
noch för unendlich wachsende n 



Uni \Y.^-'f^''\^ + ^^)\ = 



*) Ans der £iidlicbk«il und SteligkeK von fp\x) folgt nämlich die von ^{x) 
and zwar mitlelst nachstehender Schlüss,e. Es ist 

Wäre nun (p{x) an einer zwischen X und x-^h liegenden Stelle a diskontinuirlicb, 
&o wtirde 9^(a) zwei Terschiedene Wetthe besSiztn, von denen 'der eine ##0 Bftdweiik 
der bisherigen Reihe von Werlhen und der andere den Anfangswerlh einer D«««a 
Reihe bildete. Halten wir diejie Werlbe durch die Beiekhiuing ^(a — 0) iind 91^0+ 0) 
aus einander, so ist gp(a + 0) — ; 5P(ft — 0) nicht = 0, sondern (||leich einer end- 
lichen Grösse, mitbin wird für fl^ = a 

Lim y(«+<^) — y(^— Q) _ . y(a-trO)— y(«— <^) _ OD 

d ' i 

also wäre gegen die Voraassetzung f^^a) = CO. Aus der Stetigkeit nnd Endlich- 
keit von /^"^tt) folgt nun die von /^*''*^(tt), aus dieser die von /^""'^^(u) 0. s. f., 
wodurch sich das obige ,,mithin" rechtfertigt. 
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so verwandelt sich die Gleichung 

bei unendlich wachsenden n in die nachstehende 

Bezeichnen wir wie flrüher f(x) mit y und die mt« derivirte Funktion 
/^^^(a?) mit D^f(x), so ist auch 

Diese Gleichung lilsst eine kurze symbolische Darstelfimg zu, sobald 
man sidrjr einem gemeinschaftlfchen Faktor ähnlich abgesondert denkt 
und darauf die bekannte Formet 






1 ^ 1.2 ^ 1.2 3 ' ••• 
worin «3» 2,T182B182845M w. , für s =:: AD in Anwendung bringt 
Man hat dann 

2) ^y=(«W>_l)y 

wobei man nur die Fiktionen, welche ili dieser Form liegen, nicht 
aus den Augen yerlieren darf. Nach Formel 1) hat man nun weiter 

oder weil man die ReiheaMge^ der< dur^h. ^i und JD aiK^^^^^n 0|^r 
rationen vertattschen kann*) . ', ,< ! -. , \ 



*) Es ist nftmlich D[Jq>ix)] = D[^(x + h)r^ ^(^)] 41 u Dl^giimß 
= y'(« + A) — 5P'(«)- Da» ielzterc erhält qua aber weh w0nn Ton g>'{x) 
== I>5p(a;) die Differenz genommen wird, und folglich ist D[J<p{x)] == J(p'{x)] 
£= ^[D(p{x)\ oder umgekehrt geschrieben 

JDq>(x) = bJq)(x). 
Diess gieKt Tür 5^(a?) =i > zunächst i^y = D/fy , ferner für 5P'(af) » by , 
jDDy = D^i>if = DDJy oder ^l>*y = l>Vy, fftr q>ixy^ 9hf, JüWhf 
= BJV'^ = DF*^y d» k J1>^ =c .»»2/|f ü,^». f. Oim »ezi«hung«a sind c«, 
«v<€l«he, die WorlB 4»«' Textes, uh^c^^a* 
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oder in kurzer symbolischer Darstellung 

d. i. vermöge des Werthes Ton Jy nach Wo, 2). 

Wendet msm diese Betrachtang noch eimnal an, «a erhält man weiter 

den ferneren Gang dieser Schlüsse wird man leicht übersehen und 
man erhält dadurch allgemein 

3) ^•y = («*^-l)»y. 
Eine ganz ähnUcbe >)^boli&ehe Formel ergi^bt aidi hieraus füi' die 
iftte totale Differenz leuiiBr.FuBmi^n u von mehreren unabhängigen Ya^ 
riabelen x,y,z,....* sobald man in der Cri^ichung 

die einzelnen Faktoren durch die Gleichung. 2) ausdräckt Nennen 
wir.nämlicb t dafr' lolLrdment Yon y,kAwB von:« o. s. f«^ so das» als« 
i,k,.., für y ,%,... das sind, was A für x, so ist 

^^M = (C*^x — l)w 

u. s. w. 
worin die DiiTerenzialquotient^n DxtD^p-Dz, .„ , wie ^ch von selbst 
versteht, parlleöesfed. Mau hat tiun' weiter 

U + J:,U = («*''*— l)ti = «*»*« ' 

folglich,- weil bei der symboliscben Darsteilung u als Faktor angesehen 
wird, nach Division mit i* ' . 

und auf ganz gleiche Weise . . 

1 + ^y r= «t^y , 1+^^ = c*ßz , etc. 
^H Hülfe dieser Substitutionen v^r^ndelt sich, die Formel f ur z/^ti in 
die f^lg^nd« symbolische . . 

. 4) J^ = (e«);c4.,7)j-4."«l^ + ....-^l)«ll. , V /^'" ■• ^ ', 

Dem Probleme, welches diu*ch die Gleichungen 9)'uiaä 4) gelöst wird? 
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nlmlidi: „irgend eine Differenz einer Funktion durch die Dififerenzial*' 
quotienten derselben Funktion auszudrucken/' Msst sich letdit das 
umgekehrte gegenftbersteUen: „irgend einen DHferenzialquotienten einer 
Funktion durch die Differenzen dersdben Funktion auszudrfidien^* und 
ffie Lösung desselben ergiebt sich auf folgendem Wege. Man nni]tipli-> 

( 1)»— i 

zu»e zunächst die Gleichung 3) mit — ^ , so dass 

wird und addire jetzt Altes, was sich hieraus für nx^ 1,2*3,4» eCc* 
m in f. ergiebt Unter der Bemerkung, das» links y alif ^ostantMr 
Faktor angesehen werden darf, ergiebt .siob jetzt 

= ^Ay — \J^y + \J^y — i-J^y + ..•. 
Durch Anwendung der bekannten Forfüel 

i;» - i»« + ^y,.- ... :=; fU.f«) ^ ....:,.. 
verwandelt sich nun die linke Seite in l{tf^)y = hDy und mithin ist 

5) hDy = \2ly - ^J^y + i^'y - .:.. 

Denkt man sich, um wieder zu einer symbolischen Formel ta gelän- 
gen, y als gemeinschaftlichen Faktor abgesondert, und die vorige lo- 
garithmische Formel angewendet, so ist 

6) kDy= [Kl + ^;]3r. 

Die Forjnel lässt sich sodeich erweitern, wenn man beiderseits diffe- 
renzirt; man findet nämlich 

hD^y ^ [l(l+J))Dy 
d. i. nach beiderseitiger Multiplikation mit h und^ Anwendung der For- 
int -ß) :■ . .:.... -.. . •• ..;»..,' 

Nochmalige Differenziation und Multipläalion' mit k iv4Me. zu einer 
ähnlichen Formel für h?D^y fuhren; man erkennt hieraus leicht das 
allgemeine Gesetz für den weiteren Fortgangs nämlich 

7) *«fl«y = [/(l + ^)]*y. 

Wählt man die Funktionen, die hier betrachtet worden sind« so, dass 
man ihre Differenzen und Differen«alquotie«ten unmittelbar angeben 



kan» , so fohreo die RelatioAeD d^esi^s Pan^grfipii«a %u speziellen SiUeOr 
di«. aber nur 90 laoge getteo, ais die iu iluieQ^vQrkoioiOQad^ ttiieii4' 
lieben Reiben ooovergoiit bleiben. Die l^Mere Bemerkung, bat ihren. 
G^nd darin, dais nur oonvei^ente ^Reiben bestimmten ^ndUcliw 
Grössen gleich gesetzt werden dürfen und folglich die ganzem 9m 
Faden der Gleichungen fortlaufenden Betraditungen dieses Paragraphen 
in letzter Instanz jene Befugniss und mit ihr die Convergenz stillschwei- 
gend voraussetzen. 

Es giebt übrigens noch eine anderweite Beziehung zwischen den 
I>ifferenzialquotieBteii Und den Differenzen ekler Funktion; da dieselbe 
an Wichtigkeit und besonders an praktischer Brauchbarkeit die bisAie- 
rigen Relationen noch übertriflt, se werden wir nach Voraussendung 
einiger Hülfssatze ausführlicher Ton ihr handeln. 

1 10. 
Zwei ]|ekurfiton«f<»rMieki& für «le Bi^nftoitlll*iiChen XAlilen^ 

I. Bezeichnen wir die Bernoulli'schen Zahlen der Reihe nach 

mit Bi , Bg , R^ etc., so ist bekanntlich fiir u<^n , 

i_ 1 _ 1 
u 



- T **^ T" 



Bi , B^ - ^5 



ti4''» 4- 



1.2 "^ • 1.2.3.4 " ' 1.2.,.6 " ^ ^«* 
oder wenn die kurze Ausdrucksweise 1.2 = 2*, 1.2.3 == 3*, 1.2.3.4 
= 4' etc. angewendet wird 

. _ _ ^ cat -^u,^ ^u + -J^^f? f^^u\+ ,... 

Diese Gleichung werde mit cos 11 multiplizirt und dabei auf der redi- 
ten Seite für cosu die gleichgeltende Reihe gesetzt; au^ der linken 
Seite berüeksichtige man« 4am 

ist, man erhält dann 

to9^ ' ' I '-1 ' . • 1 ■. •'. . '•' ■ 



4S 



Tührt man die auf der rechten Seite angedeutete Multiplication aug 
und substituirl für die links Gehenden geniomelrischen Funktionen die 
bekannten Reihen, so erhält man ohne Mühe 



1 l 

« 2' * 


i + ^.* 


1» — 


* 1 


8' 


« ^ 2' 




- r 


+ r 


4- ...'." 


4 * ^ 

^2 1' 


1 l 


+ 2 5- 


1 i 


+ .... 




2' a- 


1 B, 

, 2' 4' 


1 B, 

2' •' 


V 


^ 4' 2' 


1- 4. 4. 


■+ .... 


1 B, 
'" 6' 2' 


— .... 


nnd wenn man beidorraiU die Coeffincnten Ton tt , «' , h* etc. ver- 


gleidit, ftb ist 


1 1 B, 1 «, 

2 r "^ 2' T ~ "¥ 


IIB, 1 l Bf B, . 
2 3' 4' 4' ~ "2^ 2' 4' 


IIB, 1 _ 1 B. 1 B, B, 
2 6'. 6' 6' ~ 4'-2' 2' 4' "^ 6' 


11«, 1 IB. 1 B, 1 B, B, 

2 7' > 8' 8' T 6' 2' ^ 4' 4' ^ 2' 6' 8' 


U. s. f. 


Achtet man auf diejenigen GKeder, welche sidi beiderseits, be^en, so 


erkennt man leicht die Richtigkeit folgender allgemanen Gleidiung 


1 1 1 

2 ^2»-l)' (2m)» ~ 


1 <B 


. 1 «. . 


(2m-2)' 2^ (2m-4)' 4' '^ "" 












. + - 


1 Btn^ 



- 2' (2m-2/ 
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Durch Multiplikation mit (2m — I)' ergiebt sich hieraus 

J^ 1_ 

2 ' 2m 



2m-l 
1.2 



»I - 



(2w-l)(2m->2)(2m-8) 
1,2.3.4 



»a 



(2m-l)(2m-2)(2m-3)(2m-4)(2m-5) 



+ -^^- 



«. 



1.2.3.4.5.6 * 

d. i. der Bezeicboung ron BinomiDalkoefSaenten zufolge und nach He- 
bung mit -^, 

1) ~- = -|-(2m-l),fi, - -|^(2m-l),B, + i(2m-l)sÄ, - ... 

1 



+ M)" 



(2m- 1), 



»B« 



11. Auf ganz ähnliche Weise gelangen wir m der zweiten nadi- 

her zu benutzenden Reiatioa zwischen den BemouUi'^en Zahlen; wir 

gehen nämlich von der Gleichung 

cosu 1 ' . / 1 \ 

r-"— ^ + ««« == I eotuteosu 

u stHu \u r 

aus, setzen darin fOr eo««, nnu die bekannten Reihen, 



stnu 



= |h- 



«">.,.. + iWL,_..^,_^ 



2' 



eotu 



2»Bj 



« + 



2% 



4' 



u* + 



2' - • . 4' 
und führen die re<^ter Hand angedeutete Multy>UGatioB aus. Es wird dann 



w 
J_ 

u 



?-« + 



2(2-1) 



»I 



+ 

_ 2'Bi 



4' 



-4r«'- 



2(^'-l) 



2' 



« + 



1_ 

1' 



2«B, 
4' 
1 2'B, 
2' 2' 



3' 



A> W '^ •••• 



2(2»-l) 



B. 



+ 4r 



+ 



4. ^*^» 

"^ 6' 

1 2«g, 
2' 4' 

4. 1 2»B. 
^ 4' 2' 



+ 



bierans folgt durch Vergleichun«; der CoefBtienten von n*"^* 

+ (-1)" -=^«=^»1—1 - 



(2m-l)' ' ^ ' (2»)' «"^ (2m)' 

_ 1 2»g| _ 1 i*B^ \ 2«g, 

~ (2m-2»' 2' (2»n-4)' 4* "^ (2m-6)* 6' 

"• * *^ (2»)' 
hitraas findet sich nach DiTision mit 2^ leicht 

(-1)- 2'-'-l> _ 1 1 



(2m)' 2»«-« »"*"' "~ (2m)'2*« 2(2m-l)'2*»-« 



+ 



Ä 



_j 1 i>. 1 , (-irg,»-8 1 

2'(2m-2)' 2^5=» 4'(2m-4)' 2*»-« "^ "'• ■*" (2m-2).'2' 2» " 



Wir nehmen noch eimnal unseren Auslauf von dem Theoreme 
Taylors , worin wir jedoch das letzte Glied (Ergänzungsglied) der Reihe 
in Form eines bestimmten Integrales darstellen. Unter der Bedingung 
n&mUch, dass F^'^^Xu) endlich und stetig bleibt ino^rhalb des Inter- 
vailles « = 0? bis tt Ä 0? + A, ist 

1) JF(x) = ^P(x) + ^P'(x) ... + .^-^n-Xx) 






-JFt»+t)(a?+/)&. 



Setzen wir gleiehzeitig 

F{x) =: m, fix) , n^) , •... /c ^-%x) 

and n ^=^ 2m , 2m-l^ 2m-2, .... 1 

so ergiebt sich aus der Formel 1) die folgende Reihe von Gleichungen: 

JM = ±n^ + ^/"(«) ... + TTärkö^"'^*^ . 



Jo T 



^^/<-*'>(«+0* 
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+X 1:2^^!)^'^'"'^'^'^'' 



Diese Gleichungen addiren wir, nachdem di* ijveite miti(A, die dritte 
mit AJk"^, die vioie mit AJk*,^^.. cKe leUte mit it}«-iA^~' multi- 
pDzirt worden ist, wobei i^ , ^j , .... isM-i gewiss« numerische, 
vor der Hand aber nodi «abeelinnle 'CoeffizientCB bcMichnen. Es 
ergiebt sich jetzt durch Vereinigung der gleidiartigen Grössen: 
J(ix)-it ÄthJfix) + Ä^h^Jf'ix) + ... + i,«-,**"-'^/^" •»)(*) 

^ aa«> • 



c/o Ll-2..(2m) "^ 1.2..(2m-rl) "^ 1.2..<2m-2) "^ '"* 

.... + ^»-^*^-'(*-0 ] ^l,^■.)(a.^-,)df. 

Die noch unbestimmten 2m — 1 Coeflizienten A^ , A^ , ... ils«»-! wollen 
wir nun so wählen, dass sie den 2m — 1 Gleichungen 
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TT + 1 - " 

i, ^2 



1.2.3 ' 1.2 ' 1 



1.2.3.4 ^ 1.2.3 ^ 1.2 ^ 1 ~ 



' l . ^i 1 1 ^»»— « 1 ■«1'»— I 



,1.2..<2m) ^ 1.2..(2m-l) ^ ' • ^ 1.2 ^ 1 
Genüge leisten, was offenbar immer möglich .ist, \<reil diese Gleidiun- 
gea sämmtlich vom ° ersten Grade sind. Die obige Summirung nimmt 
jetzt, wenn noch zur Abkürzung 

t/o L {.2my ^ (2m-l)' ^ ••" 

gesetzt wird, bei umgekehrter Anordnung die' folgende' einfache Ge- 
stalt an: 

4) hr{x)i+ F(x,h) 

^ Jf(x) + A,hJr{^) + A^h^Jrix) + ... + A^ni^K^'Jf'^-''h\x). 
Hier sind nun noch zwei Aufgaben zu lösen; zunächst muss man 
nämlidi P{x^h) auf die einfachste Form zu bringen suchen, damit 
man im Stande ist den Werth dieses Ergänzungsgliedes, oder wenig- 
stens Granzen anzugeben, zwischen denen derselbe enthalten ist, aus- 
serdem macht sich noch die wkli<ihe Bestimmitiung der Godlizieiiten 
A^ , A^, .. ilsm— 1 ; d. h. die Auflösung der (Meiohungen 2) nöthig. 

Zerlegen wir das unter dem Integralzeichen in No. 3) eingeklam- 
merte Polynom wie folgt: 

^ (2m-2)' "^ (2m-4)* "^ •"• "^ 2' 

•••• "T :t"7 

4 
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so kann man F{x,h) wi« folgt ausdracken 

Entwickelt man die Bino*nc h—t, {h—t)' , ..... (*— t)*»"' auf gewöhn- 
liche Weise und fasst jdle mit (^ei(^en Potoozen von h versehenea 
Glieder zusammen, so findet man ohne Schwierigkeit 
<p{h-t) + tp{h-t) 

^ **"[(^ + Wlf '^ ~^W "^ "• "^ ~^] 
— r"L-^5jnr + "(ä^j:^ + - + r + ^— «J 

+ —IT'l'^aiW "^ (2m-3/ + "• + r + ^»"^ I 
- -^T—L^Silär ^ (2m-4>' + "• + 1' + ^«— »J 



A«t*»-» 






(2m-3)' 

Äf*»-* r 1 



(2wi-l) 



.[-f + i.l 



+ 



«• 



ta 



(2«i)' 
d. i. wenn man die Gleidrangen S> herncksit^igt 

tp{h-t) + ^(M 



, ~ {2m)' ^ (2»»-l)' 

+ (2m-2)' ■*" (21,^4)' ■*" "• ^ 2' 

- L (2m-3)' ■*■ (2in-5)' "^ "' "*" 1' J* 

Vergleicht man aber die hier Torkommenden Reihen mit dmen in 
Nq. 5) und 6), so erhält man die einfache Relation 

8) Jip{h-t) + xl/{h-t) = fp'J) — tp{t) 
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hieraus folgt für f = -l^Ä , tff(^h) = — tffi-^h) d. i. tpÜ-h) = 0; 
vermöge der Bedeatang von ip(0 muss abo hiernach Mr jedes ganze 
positive m 

(2III-3)' ^ (2m-5)' 1" - -r y - u 

sein und daraus erhält man der Reihe nach für m = 2 , 3 , 4 , ... 

^3 = 0, is = 0, Ä^ = 0, .. ij«--. == 0. 
Berücksichtigt man ausserdem, dass aus der ersten Gleichung in 2) 
^Ag = — -5- folgt, so sind jetzt alle C4oef8zienten von ungeradem In- 
dex bestimmt. Die Coeflizienten gerader Ordnung bestimmen sidb nun 
aus der letzten Gleichung in 2), wenn man die tiir Ä^ , Ä^ , ... Ä^m-t 

gefundenen Wertbe substituirt. ,Es vnrd nämlich 

1 
_ T 



1 -^ 



{2my t2m-l)' 

^ (2m-2)' ^ (2m-4)' ^ (2ii^6)' ^ "• + ^F — "" " 
oder nach Transposition der ersten zwei Glieder und MuUiplikition 

mit *(2m-l)' 

(2iii-l)i, + (2iii-l)(2m-2)(2m-3)i4 + (2m-l)(2m-2) ... (2m-5)i, + ... 

... + (2m-l)(am.2) ... 3 . i,„»^ '^ -L -^'^^ 
Setzt man weiter für ein ganzes positives r 

^•^ 1.2.3..(2r) 2 r 1.2.. (2r-l) 

so vrird nach Hebung mit -^ und unter RüciEsicht auf die Bezeichnung 
der Binomialkoeffizienten 

-f (2m-l)i«, ^ -J-(2m-l)3a3 + ^(2m-l)5a5 - .... 

.... + (-1)« ^^(2wi-l)2m^3««m-3 = -^— 

woraus durch Yergleichung mit .der unter No. 1) in §. 10. angegebenen 
Relation zwischen den Bemoulli'schen Zahlen sogleich 



^-- = B^^ mm u - iXi^n 



.(2r) 

folgt Nach allen diesen Bemerkungen haben wir nun unsere Unter- 
suchung airf folgenden Punkt gebracht. Es ist nach No. 4) 
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9) hrix) + Fix.h) = jfiß) — i-kjn«!) 

und dabei weil \p(h-t) = wird w«gen -*^, = u^j = ... = ^2m^i = ^' 

10) F(x,h) = / q>{h-t)f^^'^^\x+i)dt 

und darin 

B,m^^* ga A«f*»-« (-l)'«B,.^A'^'<* 

"'■ 2'(2»t-2)' 4'(am-4)' "^ "* ■*" (2»i-2)'2' 

Beräcksicbtigt man endlieh, das» die Gleichung 8) w^en i^(0 = 
und \p{h-t) = in tp(h-t)=is^{t) äberfeht und bezeichnet inanF(a;,A) 
mit — il, 80 ist 

12) kfix) = Jf(x) - -i-Urde) 

md dabei 

13) n ^ — / g){t)f^^^^)(x+t)dt. 

Die Grösse R, welche man den Rest der Reihe in 12} nennen kann« 
bedarf nun noch einer, näheren Untersuchung. 

§. 12. 
■«•tbetamelitimff« 

Die Funktion (p(t) , welche in dem Reste R vorkommt, besitzt 
eine Eigenschaft, die es möglich macht Gränzen anzugeben, zwischen 
denen der absolute Werth von R enthalten ist Die erwähnte Eigen- 
schaft besteht nämlich darin, dass die Funktion ip't) innerhalb des 
Intervalles r =± bis r = A ihr Vorzeichen, nicht ändert und zwar po- 
sitiv oder negativ bleibt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Man 
erkennt diess leicht, wenn man der Reihe nach die Fälle m=s 1>2,3» ... 
betrachtet. Dieser Untersuchung selbst müssen wir jedoch eine Be- 
merkung vorausschicken, wislche sich auf das Integral 
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bezieht, wovon wir später noch einmal Gebraudi machen werden. 
Aus der Eigenschaft g>(t) = q>{h-t) folgt nämlich leicht *) 

<p{t)dt 

'0 t-'o 

und wenn man in beiden Integrtdea fflr 9>(r) seinen Werth substituirt, 

so gieht die wirklidie Ausfübrung der Integratioqen' 



!'• 



/g>(t)dt = 2 / ^ 
t-/o 



(2m+l)' ^ {2my 



+ 



(2TO-1)' ^ (2m-3y ' (2m-;5)' 
(2w+i)' "^ «m)' 

(2m-l)' (2m-3)' "^ (2m-5)' ^ 



wo um grösserer Bequemlichkeit willeii die früheren Coeßizieuten Aj 
welche durch die Gleichungen 

mit den Bernoulli'schen Zahlen zusammenhängen, wieder benutzt wor- 
den sind. Dividirt man die obige Gleichung mit h^"^^ so ist weiter 



*) Bcsondofs anschaulich wird diess, wenn (Qan an die gedmetrtfche Bedeu- 
tung jedes bestimmten Integrales denkt. Das obige bezeichnet, wenn tt=- g){l) als 
Gleichung einer Corve* angesehen wird , diejentge Fläclie , weiche die Abscisse h zur 
Basis hat, and Ton den Ordinaten 9)(0) , ip{h) and der Curve selbst bcgränzt wird. 
Wegen 5P(i) = 9^^^) bestefet aber die Curve innerliaib des lutervalU» bis h 
aus «wei congriienten an einander stossenden Zögen , welche rechts und links von der 
zur Abscisse i= -^h gehörenden Ordinate symmetrisch liegen, daher siod auch die 
beiden Flächen congruent, welche über den Strecken von bis -g-Ä und von -^h 
bis h stehen. Die ganze Fläche zerfallt also in zwei gleicbe Theile, von denen das 
Integral 



den ersten über der Abseiäse -J-/^ stehenden aa«drficl^t. 



rv 



S4 

2) - + ^' 

(2m+l)' (2»)' 

H da_ + £« + •^> 4. 4. _: 

^ (am-1)' ^ (2m-3)' ^ (2m-5)' ^ "" ^ 3' 

L_J_4..jb ]_ 

(am+1)' 2*» "^ (2«)' 2*^' 

^ (am-l)' 2»-^» "^ (2m^y W^=^ ^ "" ^ S' 2» " 
Die Summe der auf der finken Seite stehenden Reihe findet sidi leicht 
durdi die Bemerkung, dass das allgemeine Schema der Gleichungen 2) 
in §. 10. unter der Form 



+ -T^^rr + — + 



(n+1)' ^ n' ^ (n-l)' "^ ■'" ^3' ' 2' 

daifestellt werden kann, woraus (ilr n = 2»! und unter Beräcksiditi- 
gung Ton ^f = uit .... = -^»-i, = sogleidi die gesuchte Summe 
folgt. Man hat. dann aus No. 2) 

' (2m+l)' 2*" (2m)' 2»»-' 



(2»i-l>' 2*»-* "^ 2i»-3 a*^* "" 3' 2» 

Setzt mau noch den Faktor A^+* zu, so «rgiebt sich ia» urspräng- 
lidie Inte§ral wieder nämlich 



*'/' 



g)(t)iU = — -<a«**»+^ 



Um den Grad der Funktion fp(t} im Auge behalten zu können, wollen 
wir im Folgenden ^(2m,t) fflr g>(t) setzen, so dass also q>{2,t) , fpH,t), 
9)(6 , etc. die speziellen Polynome sind , die für m = 1 , 2 , 3 , ... aus 
g)(t) = g){2in,t) hervorgehen. Demnadi ist 

5) 9)(2«.0 = -^Siy + — ^inv" 
"'" (2m-2)' "^ (2»i-4)' ■ "" "^ 2' 



+ 



6) ep(2m-2,0 = -^^^:^ '+ (a».-3)' 

(2m-4)' "^ (2m-6)' "^ "** "*" 2' 

und es lässt sich nun zeigen, dass wenn 9)(2iii-2>f) innerhalb des 
Intervalles ( == bis t=: A sein Vorzeichen nicht ändert, auch 9(2m,0 
innerhalb dieses Intervalles einerlei Vorzeichen aber das entgegenge- 
setzte von dem des 9>(2m>2,0 besitst. Hierzu bedarf es nur des Nach- 
weises, dass diese Eigenschaft fftr das Intervall r=0 bis r=s-|-A 
stott findet, weil sie durch die Relation ^(A-f) = ^if) sogldch auf das 
gmze Intervdl: bis A ausgedehnt wird. 

Betrachten wir ntnichst den Dtfferenzialquotienten von ^(2m-2,0 
nämlich 

<2m-a>' "^ (2m-4)' 

■^ (2iit-5)' "^ (2m-7)' "^ •••' "^ 1' 

und setzen wir voraus, dass derselbe während des Intervalles bis -|-A 
sein Vorzeichen nicht ändere, so findet diese Eigenschaft audi bei der- 
jenigen Grösse statt, welche aus q>\2m'^i,t) dadurch hervorgeht, dass 
man letztere Funktion mit' A^~^rfA muitiplizirt und zwischen den 6rän- 
zen A = A und A = oo integrirt *)• Die«« Urösse ist: 

(2m-3)' 2m-l "^ ~2m^* 2m-2 



*) Ein bestimmtM ltfl««ral iM bekannüich die Orloz« einer Elementenslimmc, 



nlmlicli rir r?^ -- g 
n 

/ xWÄfc = ^»«t<%C(a) + <Wa+<J) + d5c(a+lM) + ... + dx(a+i^d)] 

also bedeutet die obige Integration nichts Anderes als Addition aller der Grössen, 
welche aus 5qp(2iii-2 , () hervorgehen , wenn man för A der Reihe nach A, A + o; 
Jb + 2<J, A+3<J, in inf. setzt und nachher (J bis zur Grfinze NuU abnehmen liksst. 
Da^a^er KC^^-A, se i«t aaeh t<'A, (<C.Ä + ^, i<^h + 2d, ete. und hieraos 
erhelll' sogleich die RicÜMitlieft der im Texte ausgesprochenen Behauptung. 



_^ ^^r"-^» *-*»+« _^ _^ ^^^t k± 



(2»t-5)' 2«t-3 ' ■•■ ^1* 3' 

und wenn man den Faktor &—*">+' weglSsst, so folgt, das» 

t^-* 1 ^,f*»- « *_ 

(2«-8)' am-1 '^. (am-4)' 2»-S 



+ 



Ca»>-5)' 2»i-3 ' 1' 3 

einerlei Zeichen bat. und- awar dasselbe wie ^(2m-2,t). Dasselbe Vor- 
zeichen kommt offenbar auch Dem m, yi9B a«s dem Vorstehenden wird, 
sobald man es mit df mo(tiplizirt und zwischen den GrSnsen t = t und 
t=ss -^h integrirt, weil hierbei t immer kleiner als di« «bere Integra- 
tionsgrinze -^h bleibt. Die Ausfährung dieser faitegnition giebt: 

(2m-iy (2m-2)' 

■^ (2»-3)' "*" . (2m-5)' "^ •"• "^ 3* 

(2w-l)' ■ (2OT-9)" 



[; 



] 



(2w-3)' ' (2m-5)' ' / 3' 

Sondert man yon der ersten Reihe den gemeiasdialUichen Faktor A^*^* 
ab, so ist das Uebrige nach Formel 3) summirbar, indem man dort 
971-1 für m schreibt. ^Multiplizirt man noch mit 1^ so folgt jetzt, dass 
der Ausdruck 



i 



|2«-t ^^ht^^^ 



.{2m-iy ^ (2m-2)' 

■^ (22W-3)' "^ (2m-5)' "^ "' "^ 3' "^ l' . -i 

innerhalb des Intervalles bis -|-A sein Vorzeichen nicht ändert und 
zwar dasselbe behält mit ^^(2oi-2,^). Beriicksiditigt man aber^, dass 
die vorstehende Reihe abgesehen vom Vorzeichen = 9)'(2m,t) ist, so 
erhält man den Satz: „die Funktionen q>'(^m-2,t) und ip\^m,t) än- 
dern innerhalb des Intervalles bis -^A ihre Vorzeichen nicht, da« 
Vorzeichen der letzteren aber ist das Entgegengesetzte von dem der 
ersteren.*' Wenn nun qt\t) positiv bleibt, so wädist qf{t) einem be- 



w 

ka^ati»! Theoreme luMge ^en so lange als ff)^{t) im positive Zeichen - 
bebftlt, da^aber y(0 fiir lasO venchwindel, so fln^ die lelzitre 
Funktion ihr Wadisthom bei Null an und bleibt mithin stets positir; 
ist dagegen q>^it) eine Strecke lang negativ, so nimmt q>(f) eben so 
laufe ab, da aber diese Abnahme bei Null anfangt, so bleibt dann 
q>{t) negativ, es sind also q>*(^,t) und 9(2m,r) immer zugleich 
positiv oder negativ; dasselbe gilt natürlich auch von 9^(2fii-2,0 und 
9)(2m-2,^) und daher können wir den vorigen Satzt jetzt 'folgender- 
maassen aussprechen: „die Funktionen 9(2m-2,r) und 9)(2m,r) än- 
dern während des Intervalles bis 4"^ ^^^ Vorzeichen nicht; das 
Vorzeichen der letzteren ist aber das Entgegengesetzte von dem der 
ersteren/* Fangen wir nun beim einfachsten Falle an, so ist flur 
«1=1 

negativ von f = bis t^=s -^h, mithin bt 'während desselben Inter- 
valles ^(4,^) positiv, q>(fi,f) negativ u.'s. f.. also 9)(2m|0 positiv oder 
negativ, jenachdem m gerade oder ungei^ade ausfallt. Nach 4er frühe- 
ren Bemerkung folgt daraus, dass ^(O während des. ganzen Interval- 
les • bis h einerlei Vorzeichen hat 

Wir wenden uns jetzt zur Betra^^timg des Jt^stes 



■=-/' 



^*»f O(a?+0*5P(f)A. • 



Nennen wir ^ ss a «nd tts. ß diejenigen innerhalb des Intarvalles' 
bis h lilBgenden Werdie^ von t, fttr w«ldie./(^'^'>(a;+j) den grössten 
luid kleinsten unler allen den Werthen amiinnt, die ihm imierfaaft 
jfenes lotertalles snkommen, so' sind, die Differenzen • 

und f^-^Kx+t) — ^»«+*)(a?+/f) 

von entgegengesetzten Vorzeichen. Da nach dem oben Bewiesenen 
^(ß) von t's=sfl bis tsszh sein Zeichen nicht wechselt, so folgt hier- 
aus, dass auch 

[fC*»-Hi)(a?+|) _ f^'\x+ß)\q>{t) 



S8 

voft cAtgagengeselcten Vorzeichen sind* DwseUie gilt Yon Dem , was 
hieraus hervorgeht, wenn man mii A midtiplizirt mid innerhalb der 
Grauen ^ ss bis tcx A integrirt Daraus aber, daas die Differenien 

//•(2m-ht)(a?+09>(0* — f^^-^^x+ä) f q>(t)dt 

/fi^'^%x+t)qi{t)dt — /<»«+*>(a?+/?). / y(/)dt 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, folgt dass der Werth von 

zwischen den Grössen 

^«»+0(a;+a) / g)(t)d$ und ^^*"+*)(a?+/?) / 9>(t)dt 

d. h. zwischen 

• /<*^*)(a?+tf)[-i,mA**^T und /<*«^*>(x+/J)[-i,m**^M 
enthalten ist Es liegt mithin 

Ä zwischen .4j«**»+V(**+*)(a;+cf) 
und' ijmÄ*^*/^**+*>(a?+/«. 
Betrackten wir nun die Differenz 

und lassen wir darin x das Intervall i: = bis r = A durchlaufen, 
so wird dem Vorigen zufolge diese Differenz rem Negativen zum Po- 
sitiven od^ umgekehrt ubeiyeben, weil wler de« Werlhen.von % sKch 
die fi s= a und r := /? vorkommen musseo. Voleausgeaetet, dass die 
ganze Differenz eine stetige und endliobe Funktion von % darstellt^ 
wozu Stetigkeit und Endlichkeit ton ^^+^)(«;+t) von rssO bis rsr A 
gehört, so schliesst man daraus, ^ass es einen Werth %* vonr % giebt, 
für welchen jene Differenz auf Null reduzirt also 

wird. Da &>t'>0 ist, kann man r':» AA setzen, wo X einen po* 
siliven ächten Bruch bezeichnet und dann hat man 

Setzen wir für ii^m seinen Wertb dmrch Bsni-i ausgecfeödit, so kön- 



neo wir das Eii&*esiiltat Ayr ganiöi Uolarsuebuiig io Mgenten Theo* 

reme zusamniMiCMi&ea: 

Bleibt der (^2m+l)^^r Difftrenzialqttotie&t einer beliebigen Funk- 
tion fQu) endlicb und stetig innerhalb des bto-filies u=i x hm 
MSB x + h, so gilt die Gleidumg 
7) hfix) = Jfix) — \hJf{x) 






worin l einen posittyen ächten Bruoh bexeicbnet. 

Es giebt noch eine zweite Form des Restes, die. zwar der so eben 
entwickelten an Allgemeinheit nachsteht, aber wegen ihrer häufigen 
Anwendbarkeit wichtig ist Setzen wir nämlich voraus, dass /^?^^^)(ap-hl) 
sein Yorzeicben ionerbalb des Intervalies i s bis / s i nicht ändert, 
und bezeichnen wir mit r = a und r = ( diejenigen Werfbe TOtn /,, fte 
welche q>{t) innerhalb des genannten Intervalies sein Maximum und 
Minimum erreicht, so lässt sich durch eine der vorigen ganz ähnliche 
Betrachtung leicht zeigen, dass das Integral 



9(a) / A**+*>(a3+0* und y(6) / f^ 



8) / 9(0/<*^*>(a?+0Ä 

zmschen den Grössen 

A**+*>(a3+0* und q>(h) I ^*N-«)(a?+OAi 



d« h. zwischen 

^a)\f^\x+h) — fip)] = ip{a)Jp^Kx) 
und 9{h){f^\x+h) — f(x)] =5 y(6)z//C^)(a?) 
enthalten, ist« Das Maximum g>(a) und das Minimum f(b) sind aber 
leicht zu bestimmen. Wir wissen nämlich, dass q>*(t) für ein gerades 
m innerhalb des Intervalies { = bis r =: -^h positiv bleibt und folg« 
lidi g>(f) wflnrend dieser Stredse immer wächst, sein Wachstfaum mit 
dem Werthe ^(O) es anfangend. Femer ist g>(h — t) = ^(0, mit- 
hin nimmt He Funktion von l» -^A bis t» A ebenso ab, wie sie 



in dem Torherg«henden Inl)erv»He 2iigeiiooim«n bat, sie muM folgltdi 
für t = -^h ihr Maximum erreichen und ihr Miniflnim ist ^(0) = 0. 
Bei , ungeraden m dagegen ist 4p'(f) negatir von I es bis t s=t -L.h 
ui^ daher nimmt g>(t) während dieser Stredte ab, seine Abnahme mit 
^(0) = beginnend. Aus q>(h''t) ^ g>(t) folgt hier ganz wie voiiiin, 
dass für ; = —-& die Fimktion ihr Hinimum erreicht. Wir haben 
demnacb 

für gerade m , fia) == ^(-5-*) , 9>(6) « 
für ungerade. m , ^(a) = , g>(h) = qoC-^-A) 

und wenn wir beides zusammenfassen; so Kegt in jedem Falle das 
Integral 8) zwischen und q>{'^h)Jf^^\x); wir können daher 

setzen, wo l einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Der Werth 
von 9>(-|-i^) findet sich laicht nach einer früheren Formel; nadi No. 11) 
i» §• 11. ist nämlich 

"^ 2'(2m-2y 4'(2m-4)' "^ •*•• '^ (2m-2)'2' J 

d. i. nach Formel 2) in §. 10. 

Sobstituiren wir diess. in. die Gleichung 9) npd berücksichtigen, dass 
Jenes Integral negativ genommen den Werth von R darstellt, so ge- 
langen wir zu dem Theoreme: 

Wenn der (2m+l)t« Differenzialquotient von f(u) innerhalb des 
Intervalles u = x bis u = x -\-h endlich und stetig bleibt, zu- 
gleich aber sein Vorzeichen nicht ändert, so gilt die Gleichung 

10) hf'(x) = jf(x) - -^hjrix) 



JienllA man «icii auf der reioiiteD Stile aoeh den AiisdnKk 
zugesetzt, so verwandelt sich die Gleicboog in die folgende 

11) .hr(x) = jf(x) - -^urix) 

Da l^A^O, so ist hier 

92m 1 92»»_1 

oder weil die linke Seite körzer durch 1 — M^t^i ausgedrückt wer- 



den kaiia. aHch 

l>*^i;;^~ 1 >-l 

woraus man erkennt, dass der eingeklammerte' Faktor des letzten GUe- 
des in No. 11) seinem absoluten Werthe nach unter der. Einheft liegt; 
in weichen Fällen derselbe positiv und in welchen er negativ ist, mi- 
schetdet sich leicht, wenn man in der ganz allgemeinen Formel 7) 
nt + 1 für fti schreibt und das so Entstandene mit. No. II) vergleicht. 
Man findet so 

l.i...(2m+2)' '^^+*'»^- L*2*»-» Ml.2...(2m)^' ^''^ 

d..i. 

r,2«'»-,l ,1 B««-,*'*'" /^* , .. 

' — L^p^-iJ i.2T!(2m)j r ^«•»■^»(x+o*. 

Rahien nun /'f*"»+*>(«) upd /■C**"+*>(i«) innerhalb des Intervalles « =s= a? 
bis u = d7 + A gleiche- Vorzeichen, so kommt dasselbe Vorzeichen 
auch dem Integrale auf der rechten Seite zu, und fol^ich müss jetzt 

2«m_l 

negativ s^in, weil sonst zwei von NuU versdiiedene aber mit entge- 
gengesetzten Vorzeichen versehene Grössen einander gteich sein müss- 



icn. Haben dagegen f^-^^Xu) mi f<^^^(u) ungiddie Ttmekhen, 
so folgt aus ähnlidira Gründen, dass 

2^-1 

positi? ausfallen moss. Setzen w den in Rede stehenden Ausdruck 
im ersten Falle = — x und im zweiten = + x, wo x immer einen 
posiÜTen ächten Brudi bezeichnet, so haben wir das Theorem: 

Sei f(n) eine Funktion deren (2m+3)^«r Differenzialquotient end- 
lich und stetig bleibt von u =^ x bis u = x + h. Setzt man 
femer voraus, dass /'C2m-h*)(u) und /^^+')(ti) während desselben 
Intervalles ihre Vorzeichen nicht wechseln, so ist, wimn beide 
gleiche Vorzeichen haben, 
12) hfix) = Jfix) — i^hJrix) 

and wenn sie ratgleicfae Vorzeicbea besitzen 

13) hnx) = jfix) - -^urix) 

+ 1.2... (2«) ^'*^*> 

wobei immer x eine zwischen und + 1 faUende Grösse be- 
zeichnet. 
Sind also die aufgestellten Bedingungen erfüllt, so beträgt der Rest 
seinem absoluten Werthe nach jedesmal weniger als das zuletzt in 
Rechnung gebrachte Glied der Reihe, wodurch man immer im Stande 
ist^ Gränzen für den begangenen Fehler anzugeben. 

Vereinigt man endUch noah in No. 12) das letzte Glied der Reihe 
dadurch mit dem Reste, dass man 1 — x = A setzt, so erbUt man dem Satz : 
Wenn der (2m+X)^« und (2i»+3)te Differenzialquotient von /(«) 
innerhalb des Intervalles tc = o; bis 14 = o? + A endlich und ste- 
tig bleiben und während desselben gleichzeitig entweder positiv 
oder negativ bleiben, so ist 



14) hf^y = jf(w) - -i*^A*) 

^ 1.2.3... (2m) ^'^ ^^^ 
wo il eine zwischen und + 1 fallende Grösse beaseichnet. 
Hier macht also der Rest einen aliquoten Theil desjenigen Gliedes aus, 
welches folgen würde, wenn man die Reihe weiter fortsetien wdlte. 

In den folgenden Paragraphen werden wir nun eine Reihe yon 
Reispielen für die allgemeinen Theoreme dieses Paragraphen entwickeln 
und zwar werden wir solche wählen, die in yerscbiedeoen höheren 
Utttersudiungen eine wichtige Rolle spielen. 

§♦ 18. 
Bntwickelamy von h : (e^-1). 

Die einfachste Substitution, welche man für f(u) treffen kann, 
ist f{u) = e^ sie giebt für ein positives ganzes r 

und da f^^Ku) für endliche reelle u sich continuirlich ändert ohne un- 
en(fiich zu werden und da ferner sämmtliche Differenzialquotienten positiv 
bleiben , so ist nach No. 14) im vorigen Paragraphen für alle mög- 
lichen X und h 

•••• + 1.2...(2«-2) ('^-^^*^ + 1.2.3 ...(^y-^'^-*^*' 
oder padi beiderseitiger Division mit («*-l)e* 

1) . T?r = 1 - i* 



TT 

+ .... + 



"^ 1.2 1.2.3.4"^"""^ 1.2.3.... (2m-2) 



■^ 1.2. 8. ..(2m) 



Es liegt nun der,Ge€|anke sehr nahe, diese Reibe ins Unend- 
liche fortzusetzen, so dass nach Transposition des Restes und durch 
Uebergang zur Grftnze f«r unendlich wachsende m 

"'" TT 1.2.3.4 "^ 1.2.8.4.5.6 "" "* ""* 
werden würde. Der links vorkommende Gränzwerth besfiamt sidi 
leicht, sobald man sich erinnert, dass eine Funktion 1p(tn) für un- 
endlich wadisende m nnbegrinzt ab- oder zunimmt, jenadidem der 

Quotient ^\. . — von einer gewissen augebbarea Stefle an kleiner 
tff(m) 

oder grösser als die Einheit wird und bleibt, oder jenachdem 

i,„,J^^±iL<l-oder>l 
ausfallt *)» In unserem Falle wäre nun zu setzen 

Da aber andererseits nach einer bekannten Eigenschaft der Bernoulli'- 
sehen Zahlen 

I2m ^ 2^ '^ B^ ^ •••• ^ 1.2.8... (2m) 
also, die Summe der links stehenden Reihe kurz mit S'2m bezeichnet^ 

1.2. 3, ..(2m) "" 2««-%«* 
ist> so kann man an die Stelle der Gleichung 3) die folgende setzen 

Daraus ergiebt sich nun für unendlith wachsende in 

wenn man nämlich berücksichtigt, dass Lim [S^m-^ : <S^am] ^ 1 ist. 



*) M. fi. des Verf. Handbuch der Differenzialrechnung f. 37. 



Für jr— < 1 also * <^ 2 tt wird jetzt dem oben erwähnten Theoreme 

Kufolge £mi/;(m) = 0, mithin, weil X einen Sehten Bruch bezeichnet, 
auch Um [X i/^(m)] s= und wenn wir diess der Bedeutung von ifß{m) 
gemäss für die Gkichung 2) benutzen, so ist 

'^ 1.2 1.2.3.4 "^ 1.2...6 ^ • 

wobei der absolute WerQi von & •< 2 tt sein musa. 

Anders gestaltet «di die Sitche , wenn der absoldle Werth von 
h ebensoviel oder mehr beträgt als 2 77. Zwar b^lt die Gleichung 2) 
auch hier ihre Geltuag, abßr man kann j6tzt die Reiht nicht mehr 
in*s Unendliche fortsetsen ohne sie divergeol werden tu lassen und 
auf ein in. jeder Beziehung unbrauchbares Resultat zu kommjen. Will 
man sidi die Muhe nehmen den. Rest mit Hülfe des Integrales - \ i 






^o 

zu berechnen, indem man die hier angedeutete Quadratur ausführt, 
so kann man allerdings zu einem vollkommen genauen Resultate ge- 
langen, dieser Weg würde jedoch viel mehr Umstände verursachen als 
die dirdcte Beredihung der auf der linken Seite' steh^den Grösse. 
Gleichwohl aber ist die Formel 1) in so fern brauchbar,^ als sie eine 
Reihe von Gränzen liefert, zwisdien denen der Quotient Ar (e^-1) 
enthalten ist. Denn setzt man der Reihe nach m = 2,3,4,.. so gel- 
ten die Gleichungen 



= l-iÄ + 



1.2 


1.2.3.4 


"^ 1.2..fr 
^ 1.2..« 


1.2 
1.2 

. . . 


1.2.3.4 
1.2.3.4 



«»-1 
h 

_A 1 Bih^ _ g,A« Bjh* _ lB,h» 

«*-l ~ * «• "^ 1.2 1.2.3.4 "^ 1.2..« 1.2.8 

und aus ihnen folgen wegen l>il>0 die Ungleidrangen 

5 



'^ < l_^fc 4- «.** 



TM '^ * ^" ^ 1.2 

A ^ . 11.^ »!*• g»A* :^ ***• 



1.2.3.4 


*,A* 


1.2.3.4 


B,Ä« 



^Sjj- < 1— 1* -r ^2 1.2.3.4 '^ 1.2..6 

Im ^ "^ 1.2 1.2.3.4 ^ 1.2..6 1.2..8 

u. s. w. 
Finden sich unter diesen ein paar benachbarte, welche in einer Partie 
Dezioialstellen übereinstimmeo , so hat man auf eben so viel Dezimal- 
stellen auch die llnlus stehende Grösse berechnet. 

Es verdieDl noch bemerkt za werden, dass die Formel 4) zu 
einer independenten Beatimmnnfg der Bemoutli'sdien Zahlen benatzt 
werden kann, sobald man die auf der linken Seite stehende Funktion 
von h mittelst des Theoreme» von üfae Laurin in eine nach Potenzen 
von h fortschreitende Reihe verwandelt und die CoefSzienten beider 
Reihen mit einander vergleicht. Für 

ist nämlich zufolge des eben erwähnten Satzes 

, ,« = ^0, ^^k+ ^». + JQ^k' + .... 

und wenn wir diess mit No. 4) vergleichen , so ist offenbar für m > I , 

5) Ba,n-, = (-1)'^V^*"^(0>- 

Wollte man den rechts voriLommenden Difierenzialqnotienten auf ge- 
wöhnliche Weise zu entwickeln versuchen, so eiiiielte man denselben 
unter der vieldeutigen Form <§- und wir müssen daher einen anderen 
Weg einschlagen. Setzen wir 

6) V(A) = -^ 

SO ist identisch, wie man leitht einsieht^ 

mitliiu für ein ganzes positives u 



«7 

und für A = nach Multiplikation mit 2" 

2»y<»)(0) = y(»>(0) — i/;<")(0). 
Hieraus ergiebt sich zwischen 9)(*)(0) und i/;(*^(0) die Relation 

wo nun t^»J(0) offenhar nicht unter die vieldeutige Form -g- gerathen 
kann. Um also nach der Formel 9) oder 

die BernouUi'schen Zahlen berechnen zu können ,' müssen wir zunächst 
i^»)(0) entwickeln, was auf folgende Weise geschieht. Zufolge der. 
bekannten Formel 

d*(ttr) d^v du d^^h 



^ *^^ ^r + »1 



ergiebt sich zunächst ' 

und wenn h :=^ 9 genommen wird 

8) ,^«)(0) = »^|_ji^| , (f«rA = 0). 

Man hat ferner durdi wirkliche successive Differenziation 

<tt \ «»+1 / - («»+!)* ' "rfp'^'^+r/ ~ («»+1)» ' • • 

wobei man leicht die Form dieser Gleichungen entdeckt, nimlich 

'^' /_L-\ 

_ Ä-jeC— O» + ATjet-*)» + JSr,«<«T»)k + .... + Ä^,-,e* 
_ (e^ + l)«' '- ■ 

worin JTi , K^ , ... X« gewisse noch unbekannte numerisdiA Coefßzien- 
ten sind , deren Wertbe auf folgendem Wege gefunden werden. Es ist 

= Jfiet»-')» + Äje<»-«)» + «-,«<•-»)* + ... + A»-»«*. 

5* 
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Ferner hat man för positive ft >» , 

+ e-« - 



l «-* 



e''+l ~ 1+e-* 
folglich 

Multiplizirt man diese Gleichung mit (e^+l)"^, ordnet rechts Alles nach 
absteigenden Potenzen von e^, so wird 

(-l)"-V+l)"-^(:?qT) 

— [4»-* — »ii3"-* + na2*-* — f»j]e^»-*)* 
+ . 

wobei rechts das mit ^ Yerseheiie GUed das letEU sein muss , wie in 

No. 9). Für A = wird nun 






ä-(iq:-i) ' (* = 



0) 



oder wenn "wir die Bezeichnung 

10) fp = p«-* — H,(p-1)*-» + n^(j>-2)»'-« — .... 
einfuhren, 

/ l\n— 1 / n n . n n v 

= -^-^^ (li - I, + £, - i« + ....j 
Hieraus ergiebt sich endlich nach 8) und 7) für n = 2m 

Ä«m-1 = 2*»»-»(2*"-l) ( ^ "^ ^ + ^ ~ ••••{ 

wie zuerst laplace gezeigt hat. 



e» 



SSntwickeliui^ von r{x). 

Als zweites und sehr wichtiges Beispiel betrachten wir diejenige 
Funktion, welche durch die Gleichung 

/CD 

definirt wird unÜ für welche man die ausschliessliche Bezeichnung r{u) 
eingeführt hat. fn dem Falle wo u eine positive ganze Zahl ist, lässt 
sich der Werth des Integrales rechts ohne Schwierigkeit entwickeln 
man findet n$mlich 

2) r(i) = 1, r(2)= 1, A3)= 1.2, r(4)= 1.2.3, .... 

r(k) = 1.2.3 .... (i-1) 
für andere u dagegen bildet r(u,) eine eigenthümliche Transscendente, 
welche für positiv^ n stetsi endlich und stetig bleibt , für jedes negative 
u dagegen unendlich wird. Ferner besitzt dieselbe folgende für unsere 
Entwickelungen wichtigen Eigenschaften *). 

3) r(u+l) = unn) 

Um nun die Formeln des §. 12. anzuwenden, setzen wir f(u)=^ ?r(w)' 
es ist dann ^ 



/<" Inf— "Ol 



*) Theorie und Tafel der ebenso wichtigen als lutciüssanlen Gamuiarunktiuneli 
Hndet man in des Verf. Werke: Analytische Studien. 
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^ »OD f,.3#— «Ol 



■/• 



i^^^rz^ä^ 



Überhaupt für ein ganzes positiTes r 

Nehmen wir weiter A = 1 , so wird 

und den Werth des Integrales rechts findet man, wenn man in d«r 
Gleichung 1) m = 2r und ^r= uia setzt; es ist nämlich 
^;(«r)(,) = , iffi. ^ ^ 1.2.3^„(2r-l) 

Berücksichtigen wir nun, dass für jedes positive u die Funktionen 
/'C*'"+*^(fi) und /t*»H"»)(i4) endlich und stetig bidben und durchaus 
dasselbe Vorzeichen besitzen, so ist jetzt nach der 14^' Formel in 
§.12. und unter der Rücksicht, dass Jf{%i) = /n«+l) — 'A«) 
= In ist, 

iirjx) _ . . 1 Ä, 1 Ä, 1 

(-D-'-^g,^, 1 (-l)»AB,^i 1 

■" "^ 2|»-2 a?*^» ■*" 2m »*• ■ 

Um hieraus eine Formel fiQr Il^a;) und dann für Fix) abzuleiten mul- 
üpliziren wir überall mit dx und int^griren zwischen . den Gränzen 
X =^x, X = a, woa eine positive noch unbestmunte Grösse bezeidi- 
net; es wird dann 

ir(x) — ll\a) = («—- 1-) Ix—X — [(«—!-) la—a] 

+ J?i-/l_l\_j5L/i._i.\4.^/J__±\_ 
^ \.2\x af 3.4 \«» a»/"*" 5.»\ic» o* | 

(-D^Bam-, / 1 1 \ (-D-Ja—r /*! dx. 

"" "*■ (2»»-3)(2in-2) \ jp*»-» o*"-» | "'' 2tn ^/^ a*» 

Das zuletzt vorkommende Integral liegt aber wegen l^it^O zwisdieu 
den Grinzcn 



7t 



und 



J^ a;»m <*« - 2m^l yx^^^' «»"-»') 



und bildet daher einen Bruchtheii des letzten Ausdrucks. Nennen wir 
X eine zwischen and 1 Hegende Grösse, so dürfen wir aus diesem 
Grunde 



/ 



'x !1_/__1 ?_\ 

a-J« "* — 8,^1 y «*«-» 0*»-« 1 

setzen und di« vorige Gleichung Usst sidi nun durch Vereiuiguiig der 
Grössen 

\r(a) und (a— ^) la-a x= W J^| 

in folgende Form bringen: 

ll\x) = l [-^37-] + (« - i)te - « 

. A./1_J_\ A./J _L\ + A./i _L\_ 

•■^(2m-3)(2m-2)\äB«^'B*^»/ • (2«-l)(2») \ x»™-» '«»»-» /' 
Durch Uebergang zur GrUnze ffir unendlich wachsende a, wobei 

') ^[-^]-/ 

sein möge, giebt diese Gleichung 

8) \r{x) = M + (»—• i-) to — a; 



(2m-l)(2m) x^ 
und hier kommt es nun noch auf die Bestimmung von A an, dessen 
Werth offenbar ein endlicher und ang^bbarer sein muss, ^1 sonst 
(^ine bestimmte Grösse einer unbestimmteur gleich sein würde. Setzen 
wir 

wo ttui t/^(oo) K i ist, so haben wir 



i/>(a) » />(aH"^) ^ '^'^-^ r{a)l\a-\-\r ) ■ \2a)^'-'T 

tl>{2a) e*» • ; r(2a) " a«--i<a+-J-)« 

oder wenn wir nach möglichster Hebung die Formel 4) anwenden 

i/;(2a) - ' • ^^'^ • (a+i)- = ^^^ " (l+i)«. 

Lassen wir a in's Unendliche wachsen und berücksichtigen , dass erstlich 



^''»[0+i-)'] = «'^ 



und dass zweitens der Gränzwerth der -linken Seite = — — = A ist, 

A 

so ergiebt sich A = ^tt und nach Ne. 8) 

9) mx) = -i- J(27r) + (a?—- i-) Ix -^ x 

~*"l.2a? 3.4 a;^ "^5.6 x* •* "^ (2m-3)(2wi-2) «*"-» 



(-1)«+*XÄ 



2m— 1 



(2m-l)(2fii) x* 
Durch beiderseitige Addition uiid AnwendiÄif der Formel 3) wird hier- 
aus noch { 

10) ir(l +0?) =i ^ l(27i) '-f (x + -I-) ja» ^'Sü ; 

^1.2a; 3.4a;3^5.6a?« ' ' ^ (2m-3)(2m-2) a:*—» 

"^ (2m-l)(2w) a?^«^*" 
Um nun zu /'(l+a;) zurückzugelangen, setzen wir 

^ 1.2 X 3.4 a;« "^ 5.6^ ,7' (2«i-3)(2m^^) a?*»~» 

+ -^7o^^^^ -irr*« 9>(«^>»*) 
(2w-l)(2w) a?*"^' ^ 

und dann ßndet sich ohne Schwierigkeit 

12) /'(l+a?) n= VäSc/yjTeVC^^^i. 

Wollte man audi in diesen Formeln die Reihen dadurch zu unendli- 
chen machen, dass man m unbegränzt anwachsen Hesse, so würde 
man auf kein brauchbares Resultat kommen, denn es lässt sich leicht 
zeigen , dass der Ausdruck * 



n 



^am-t 



für jedes endliche bestimmtQ v unendttch wird, sobald m in's Unend- 
liche zunimmt und diess würde dann zu dem nichtssagenden Resultate 
fuhren, dass ir(l+x) + <Xi gleidi einer. Reihe wäre, welche von einer 
gewissen Stelle an dirergirt. Gleichwohl ab«r sind die Fonaehsi 10) 
und 12) höchst brauchbar, weil sie jederzeit GriiiBM angeben, zvri-« 
sdien welchen der Werth von ir(l+x) oder 1X1+ a?) zu suchen ist. 
Nach No. 10) hat man z. B. 
ir\i +^) >'t h^) + i^+^) te - 0? 
ir{\+x)<^l(2n) + (x+i-)l(B~x + ^-^ ' 

ira+x)>i-l(27t) + ix+i-)lx-x + ^-^-^^^ 

/ra+a;) < 1K2^) + (a.+i) te-x + ^1^^ 

\u s. w. 
Ist nun X eine nur einigermasaen grosse Zahl, so nehmen die Glieder 

. ^^\ 1,2 X ' 3.4 x^ '5.6 a?* ' "" 
offenbar eine Zeit lang ab , weil anfangs die; Bernoulli'schen Zahlen faU 
\en und erst später bedeutend zu steigen anfangen *} ; es werden also 
die Gränzen, zwischen welchen ir(l+x) enthalten ist, sich anfangs 
einander nähern und erst von einer gewissen. Stelle ab. sich von einr 
ander entfernen. Für die praktische Berechnung ist es natfu*licb am 
vortheilhaftesten , dasjenige Paar von Ungleichungen zu wählen^ deren 
rechte Sriten am wenigsten voo einander verschieden sind , bei welchen 



4 


>) Die Bernoulli'schen Zahlen Bi , 


«3 > 


... 0JS sind ntmlich 


1 

6 


1 
' 30 


l 

' 42 ' 


1 

30 


5 
'66,' 


681 
2730 


7 

' T ' 




8617 


■" » 


43867 
798 


f 


174611 
330 


f 


854513 
138 - ' 


236364091 


510 


2730 










8553103 
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also die GräDzen Tür <r(l+^) einandec ADi nächsten stehen. Diese 
Stelle lässt sich mit einiger Sicherheit a ffiori bestimmen; sie ist 
nSmlich da, wo das allgemeine Glied der Reihe 13) 

(2r+l)(2r+2) a?*«^+» 
seinen kleinstea Wcrth erlangt oad nur wenig Ton Null diflerirt. Da 
nim das vorhergriieBde Glied 

C2r-l)(2r) x'^-^ 
nur wenig grösser sein soll, so muss die Differeiu • 



(2r-l)(2r) a?*-* (2r+l)(2r+2) a;*-»"* 

beinahe gleich Null sein und daraus findet man näherungsweis 
• B^r^^ ^ (2r+l)(2r+2) ,* 
Ä,,^i (2r-l)(2r) 

Andererseits hat die linke Seite den Werth 
(2r+l)(2r+2) S^-h» 

Nehmen wir den Quotienten S^r-^f : S^r beiläufig fär 1, so giebt die 
Substitution in die vorige Gleichung 2r(2r'l) = (27T)^x^y d. i. nähe- 
rungsweis r = Ttx. In dieser Gegend also findet man das kleinste 
Glied der Keihe 1^). — Auch die Genauigkeit der Rechnung, d. h. 
die Grösse des Restes in No. 11. lässt sich schätzen, wenn man die 
Formel 12) auf ihn selbst anwendet. Da nämlich für unendlich wach- 
sende X 

•I-!'" L Va«» \* /-' 

= -l^ Lim \'-£^^^\ = 1 

ist, so folgt, dass für ein etwas grosses !e die GxpoiiMiziaigrösse 
«'/(*.»•) beiläufig = 1 gesetzt werden kann und dann hat man nähe- 
rungsweis 

ra+ai) = V27rx/-jy 
oder für x=2m 



7* 

(2m V^ 
— I 

und foJglich yermöge der Relation iwisebeo B^m^ und S^m 






2*«- 



^*» \ TT / 



wobei 52m für 1 gerecjinei worden ist. Substituiren wir dies» in den 
absolutem Werüi Jt^ des Restes also in 

~ (2m-l)(2i») a?^-* 
so wird, (2m-l)(2m) für 4m' gerechnet. 

Nehmen wir tii= f^'rtXj gehen wir also bis zu der Stella, wo das 
kleinste Glied den Stiilfus der Reihe madit^ so wird 

'1- 



Ä' = 



e 



tnx, 



7$^ 



«' = — 27tX — lit—^lx 
und hieraus lässt sidi beurtheUen» auf wieviel Dezimalstellen ungefähr 
die Rechnung richtig sein wird, weil der Logarithmus von Jt' die An- 
zahl von Nullen kennen lehrt, welche hinter dem Komma zunächst' 
stehen würden. So hätte mair.z. B»fura;=5, rs^lS oder 16, so 
dass also 15 bis 16 Gliefler der Reihe 11) zu berechnen wäron, femer 
lA' = — 33,96 also hg R' r=t — 14,75 {bas 10) und hieraus ersieht 
man, dass der Rest keinen EüiQuss auf die 14te Dezimalstelle ai&üben 
wird und man also nach Weglassung desselben immer noch 13 rich- 
tige Dezimalen übrig beUUt. 

Um die so d»en g^macäiteii Bemerkungen rnftglichsit zu voran*- 
scbaulichen« geben wir eia vollsl&adig ausgerechnetes Beispkl laid 
zwtar ein solches, bei weidiem eineControle mö^^ieh ist. Für m as 3 
ist aus d^ Formel (12) 



.2. 3= V67r(^)V^' 



1< 

und daraus findet man a frwri 

tp(9,m) = (-|- % 6 — -|- /oji jr + 3 toji e — 3) : log e 
= 0,02767 792S6 86. 
Benutzt man dagegen die .Formel 11), so' findet man der Reihe nach: 
lies Glied : . . . + 0,02777 77777 78 
2 „ „ ... — 0,00010 28806 58 



6,. 

7„ 

8„ 



+ 


0,02767 48971 20 
32660 53 





0.02767 81631 73 
2721 71 


+ 


0,02767 78910 02 
427 65 





0,02767 70337 67 
108 24 


+ 


0,02767 7922» 43 
40 21 


— 


0,02767 79269 64 
20 59 


+ 


0,02767 79249 05 
13 91 


-i- 


0,02767 79262 96 
• 11 «8 


+ 


0,02767 79250 98 
12 81 
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. I ' • • • 

0,02767 7»26» 79 
hier ist der Formel r« Ttx gemäss das lO^«^ Glied das kieiadte und 
Inni diesem - ab sieigen die Glieder in'-s Unendliche hinein« Da nun 
der Rest immer einen ali(}aoten Theil des nächstfolgenden Gliedes be- 
trägt, so wird derselbe am kleinsten, wenn wir bei Gliedern stehen 
bleiben, so dass das nächstfolgende da& lOte und kleinste ist. Wir 
hab«n daher für m = 10 
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9>(9J0) = .0,02767 79962 96 

— x<0,090Q0 00011 98) , 
odw es ist . 

. q>(3 , 10) < 0,02767 : 79262 96 
und 9i(a,10) > 0,02767 79250 98. 
Das .9ritbiqetis<:lie Mittel aus beidep (ktazen (d. h. der W^rtb x = -^r) 

9(3,10) = 0,02767 79256 97 . . 

und diess stimmt mit dem vorbin umniltdbar gebindenon Werthe Ton 
9> auf 10 Desimalstdlen überein. 

Wie gross die Hülfe ist, wdcbe die Formd 10) »ir Bewrthei- 
lung hoher Zahlen darbietet, möge nodi die folgende kleine Rechnung 
zeigen. Es sei a; = 1000, und um die - natürlichen Logarithmoi in 
künstliche su Terwanddn, nkiltipliziren mt die ganze Gkidrang 'mit 
dem Modahs der ietsiteren M 9= 0;43^t9 44819; es -wird dann 
x.hsa = . 3000,0000000000 000 
+ -^10910 ^ 1,50000 00000 000 

0,39908 99341790 
434,29448 19032 518 

0,00003 61912 068 
0,00000 00000 012 



1- -I- log (27r) 


=. 




— 


Mx 


nt 


-^ 


^ 1.2 


2. 


= 


+ 


MB, 
3.4 


1 

X» 


= 


— 



2567,604«4 42221 328 . 

und da der Rest etioen Bruchtbeil . des leUten Gliede» ausmacht, sq 
Uegt %r(l+ 1000) zwischen 

2»67^60464 42221 328 . 
und 2567,60464 42221 840. 
hieraus folgt, dass r(l+1000), d. h. 1.2.3... 1000 eine Zahl von 
2568 Ziffern ausmacht und zwar sind ihre 10 ersten Ziffern : 40238 72600 ; 
demnach ist das Produkt 1.2... 1000 zwischen denjenigen zwei Zahlen 
enthalten, welche aus 40238 72600 und 40238 72601 durch Anhän- 
gen von 2558 NoUen hervorgehen. Eine solche GränzbestinunuDg.\^ 
von vielem Werthe, weil man ausserdem kein Mittel besitzt um sich 
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Yon dem Endresultate einer so «idnaen Multif^ik&tion wie 1 .2.3 ... 1000 
eine nur einigermassen richtige TersteUtmg 2a bilden. 

Die Reihe 11) giebt ein sehr gutes Beispiel von einer sogenaiin- 
ten haibconvergenten Reihe, man begreift nämlich unter diesem 
Namen diejenigen Reihen, in welchen die Stimme einer Yom Anfange 
an gerechneten und zunehmenden Partie ron Gtiedem sidi so lange 
einer bestimmten Gränze mehr und mehr nähert, als die Gliederan^ 
zahl eine gewisse Grösse (oben r) nicht überschreitet, nachher aber 
steh Ton jener G/ftnze wieder entfernt; es sind diess also Reiben, wel- 
che anfangs convergiren, von einer gewissen Stelle an ab^ divergent 
werden. Dieses Pbuiomen lässC sich leicht graphisch versinniichen. 
Ist nän^ch 

F(n) == II, + Ml + w, + .... + «» . 
mid denkt man sich die Gkichung y »? F(n) dadurch geometrisch con ^ 
struirt, dass man n srfs Abscisse und y als Ordinate ansickt, so fin- 
den folgende Verhältnisse ^statt. Bei einer convergenten Reihe ist für 
unenittich wachsende n der Grfoiwerth von F(n) eine endliche Grösse, 
etwa S^ nämlich die Summe der unendlichen Reihe ti| 4- «i + etc.; 
d. h. die durch die Gleichung y =: F(n) diarakterisirte Curve nähert 
sich im weiteren Verlaufe mehr und mehr einer in der Entfernung S 
zur Abscissenachse parallel gelegten Geraden, und die letzlere bildet 
demnach die Asymptote der Jkrummen Linie ; bei einer halboonvergen- 
ten Reihe dagegen nähert sich die Curve anfangs auch einer in gewis- 
ser Entfernung parallel zur -Absctesenacbse laufenden Geraden, diese 
Annäherung geht aber nicht unbegränzt fort, sondern nachdem die 
Curve an einer gewissen Stelle (n = r) der Geraden am^ nächsten ge- 
kommen ist, entfernt sie sich wieder mehr und mehr von derselben. 

$.15. 
lVftliieiriUig«fon»eUi Or Falctorleliea« 

Bei der Berechnung der WahrsdieihUiMeiteB in mdurfathen Ver- 
suchen wird man bekannilich sehr häufig zu Pomebi gefilhrt, deren, 
numerische Ausfühnmg sehr lange und anbequeme Rechnungen erfor- 
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dert, sobaM «in«,» ihnen TorktnimeflUe Zahl (die Menge der enge- 
stellten Veraudie) einigennassen beCrflchtUch ist; sAm laplace*) liat 
diesen Uebeistand bemerkt und ihm durch Näberungsformeln abzuhel- 
fen gesucht, deren Beweis jedoch den jetzigen Anforderungen an strenge 
Begründung durchaus nicht mehr genügt. Nadi den im vorigen Para- 
graphen entwickelten FcM'mehi für IFXl+x) und r(l+x) hat es aber 
nid^t die mindeste Schwierigkeit eine ToUkommen grundliche Ablrilung 
der laplace'schen Ausdrücke zu geben, da es sich bei denselben im- 
mer nur um die Berechnung sogenannter Faktoriellen wie ^(^+l)(/i+2) 
.... (fi+n-l) oder solcher Grössen handelt, welche aus diesen zusam* 
mengesetzt sind. Man hat nämlich nach einer bekannten Eigenschaft 
der Gammafunktioneo 

1) ^n^^^ ^ a(a+l)(a+2) .... (a-f-n-l) , a positiv, 

und mithin 

2) Z[a(a+l)(a+2) .... (a+ti-1)] = ir(a+n) — ir{ä) 

wo sich nun die rechts stehenden Logarithmen mHtelst Formel 4J des 
vorigen Paragraphen leicht um so genauer berechnea kis&ea, je %r&smr 
a ist. 

Ebenso leicht kann man eine Formel zur näherungsweisen Be- 
recbnuag» ^es beliebigen Bipoi&ialkoefliiEieiiten 

1.2f 3 fM* ß ,t I . 

aufstellen. Für A^fi-^s+l und n^i g^ebt nämlich die Formel 1) 
forausgesetzt, dass ju + 1 ^ s ist 

-^^^±^ = (,t-»+l)(^-»+2) .... (^-I),i 

und durcb Division mit r(« + l) =^ .i.2.S .^. *, ^ 

qx Jy+l) . i»(MX i "-2). ••(/"-« 4-1) _ „ 

' r(^-«+l)rc»+i) "" 1.2.3...« ~ '^' 

miüiin 

i(f,,) = ir(ft+i) - ir((i-s+i) — ir(s+i). 



*) Theorie analjtiqae des probabitit^s , Liyro I. i second«. partie , Cbap If f . 
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Sinunükfae LogariUnaea der tvchtea Seite sind Mch ForiMl 10) des 
Torigen Paragraphoi leicht zu entwickeln; setst man mr Abkftnung 
11 1 



4) h,^ = 



7s;=r 



,^^l^-^ 



fi-^f Oi-jt)*»-* 

so bat man nSmlich 

i(fi,y = — -^ i{2!f) + (ft+-^)if*— (n-t + -i-) i(fi-t) -^ (* + i^yi» 



:<=., 



Ca»^-3M2m-2J *"^» 
-l)"'+'xB„i^ 

(2m-l)(2m) 



+ '-.r:»^ .^. 



Bezeichnet man zur Abkürzung wie folgt 

^^ ' - 1.2*' 3.4*» + •••• ^ (2m-3)(2m-2) '* 

, (-l)"+»xÄj 



(2m-l)(2iN) 
so geht die vorige Gleichung in die nachstehende über 

und daraus findet man sogleich die wichtige Formel 



6) t^s = y^- 



Für die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist noch der -Fall von Interesse, 
wo |U eine ganze Zahl bedeutet und das Doppelte von s ausmacht, so 
dass (28)9 den .mittelsten Binomialkoellizienten des Exponenten 2s 
ausmacht. Für diese Spezialisirung geben die Formeln 4) , 5) und 6) 
2*^-1 1 



7) t, 



i»»— 1 



"2**-* 



•2»— l 



fi^T-_2!dA_J:+2M Jj^J_ 2«-l B, i 

"^ 2 1.2«"^ 2» 3.4»« 2» 6.6 *» "^ *• 

(-l)'»-'(2*»-*-l) 



+ 



* 



im-« 



(-l)'»x(2*"-l) 
2»"^« 



(2«-3)(2m~2) t 



Im^S 



endlich 

9) C2«), = 



(2m-l)(2ffi) a 



tm^i 



2^ 
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Eine weitere Forderung , welche die Wahrsdieinlichkeitsredinung macht, 
betrifft die Angabe des grtssten Gliedes in der Reihe, welche die Ent^ 
Wickelung von 

(p+j)KP+«) 

nach dem Binomialtheoreme für ganze positive f, q und r giebt« Man 
weiss, dass dieses Glied dat (j9r+l)te ist, nämlich 

(fr+qr)^pi^qV 
und hat nun nach No. 4), 5) und 6) für ju = yr + jr, « == qr, 

10) t^n^ = 1 (p+q)^' ~ ]p^=^ ~ "^^^^i T*^ 



1.2^ 3,4» ^ (a«i»-*)(2m-2) 

(-l)'M-ixJ,,.^ 

^ (am-l)(2«) »""^ 
und 



WOTans man leidit 

d. h. das Verhältniss des grössten Gliedes der Entwickelung zur gan" 
zen Entwickelung herleitet. 



Zweiter Theil. 

Sninineiireelinnng« 



f. 1. 

Pegrtff und BevelelmiuftsswelM.e der 9iiiiimenreeliiiiuiS4 

Uie SammenFeohBiHig ist das Entgegengesetzte der Differenzen- 
rechniuig, wesshalb sie auch öfters die umgekehrte Differenzenrech- 
nung genaiint wird. Wfilk'end es nämlich dds GeschSA der Differen- 
zenrechnung war, aus der Natur einer Funktion den Betrag ihrer 
Aenderung (Differenz) abzuleiten, Hegt es umgekehrt der Summen- 
rechnung ob, aus* einer gegebenen Differenz auf diejenige Funktion 
zurückzuschliessen, welche sich um eben diese Differenz ändern wQrde. 
Fragte man z* B. nach deijenigen unbekannten Funktion f{x) , deren 
Differenz = (e^-l)e' wäre, so hätte man diese Funktion aus der 
Gleichung 

Jf{x) = («*-!)«* 
zu bestimmen; man wird gleich arathen, dass hier f{x) := (^ sein 
muss, aber da ein solches Errathen nur in wenigen Fällen glücken 
und diess ohnehin kein wissenscbaftlkhes Verfahren sein würde, so 
bedarf es gewisser Regeln , nach denen man Gleichungen wie die obige 
auflöst &ie Entwickclutfg dieser Regeln bildet das Hauptgeschäft der 
Summemreehnang. 

Findet nun überhaupt zwischeA einer unbekannten Funktion /(a>) 
nnd einer gegebenen ^(aO die Gleidiung 

1) Jf{x) t^ <p{A) 

statt, so würd6 die AnAösung denselben offenbar zur Kenntniss von 
f{x) führen, und um diess durch ein Zeichen ausdrücken zu können, 
bedienen' wir uns des Buchstabens ^ in der Weise , dass 2(p{x) die- 
jenige unbekannte Fnnkiiön Ton a? bedeuten seil, deren Differenz s= ^{x) 
ist. Aus def Gleiehiing 1) fblgt dann 
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Die Zeichen J und J? bedeuten also sich gegenseitig aufhebende Ope- 
rationen, denn sowie man für q>ix) in der zweiten Gleichung seinen 
Werth Jf{x) aus 1) siibstttuirt, so wird 

womit sich das eben Gesagte bestätigt. 

Der Grund der Benennung Summenrechnung (wofür Manche auch 
den Ausdruck endliche Integralrechnung brauchen) liegt darin« 
dass ^q>(x) in der That eine Summe yon einer Partie Funktionen be- 
deuten kann. Dena /Hitzt man in der Gleiohimg äfK9) ^s^ f(9c) oder 

f(x+h) - fix) ^ q>(x) 
für as der Reihe nach die Grössen a , « + Jk , « + 2A »• — • + (m-l)A, 
wo m eine- ganze positive Zahl bezeichnet, und addirt biefant alle so 
entstehenden Gleichungen 

f(u+h) - fia) .=; fia) 

f(a+»h) — fia+h) « y(a+A) 

/(d+äA) — f{ü+2h) « ,9(a+a*) 



f(a+mh) — fia-^m-lh) s= g>(a+fn^lh) 
so ergiebt sich auf der Stelle 

3) /(a+mÄ)— /<a)r==jp(a) + 9>(a+A) + y(a+aÄ) + ... +y(«+i^ 
oder für a + füA :=: o;^ 

f{x)=^ ip(a) + fiß+h) + y(f+2i) + ... + yOc-A) 

+./(«) 

Es ist also f(x) eine Siuin^A und swarvoa dw .yan^^hiedenen Wer- 
then, welche q>(z) erhält, i¥enn man % der Reibe mcb «^ a^ari-k, 
a + 2A , .f, ai-^Jk. seUsU : Da der AnlMig .d««w. ^eihoi jMUnlkh die 
Grösse a, willkührlich bleibt und nidit ?on x abUIngt, so spielt die 
letzte Funktion f(ä) die Rolle einer willkührlicbeii Constanten^ Dass 
man in der That befugt sßi 9u mar gefundenen SuminB f(x) noch 
eine arbiträre Constante tpn^wuaelzan« erhellt auch ieieht unmittelbar 
aus dem Begriffe von 2^(ß\ Wenn .%, B* Hß) ans der Gleiehung 
4f{x) = e'(e^**l) bestimmi. werden soll , so ist es ebenso riditig f{x) 
=z: e^ als = e^ + C^ zu setzen , wo C eine iieliebigB von x unabhta- 
gig^ Grösse bezeichnet; denn e* sowohl als «* + C genügen der auf- 



gestellten Differenzengleichung. Vereteht man überhaupt unter Sq>{x) 
diejenige keine willkühriiche Gr6sse enthaltende Funktion Yon x, wel- 
che für fix) nfaitiliiülv die fiWebwig Jf{x^ »= «Kai) arföllt, so folg^ 
au9 der Gleii^ung 

4) Jfix) ^ g^ix) 

aligem^juner ab Torbin die Formel > . ^ 

5) A^).=^ ^9(a?) + C. 

Man kaiN» ahm* nQd^ weiter g^hen, Dje Befugniss päplicli, ^ine ar- 
biträre Constante hiniuiusetzen , beruht auf dem Umstände, dass C 
seben Werth nicht ändert, wenn man o? um h zunehmen lässt, und 
folglidi bei der Subtraktion von f(x) und f{x+h) wieder ferschwin- 
det. Diese Eigenschaft kcnnmt aber nicht nur den constanten Grössen, 
sondern auch gewissen Funktionen und zwar periodischen Funktionen 
zu; so ist z. B. . 

und mithin ändert sich die F^ukti^a cof — r^ nicht, weiMi mno^ + A 

A 

an die Stelle von x treten lässt; eß würde daher in d^m 3<dM>n .an- 
geführten Beispiele Jf(x) = e*(«*-l) auch erlaubt sein, f(x) = e* 

-T-tr ZU %eUi^ 9erü(j{sichtigt man endlich, d,a^s ^l>^rhaupt 

^—-^ , «n — r*^ I die^elj)^ bleibt« wenn man a? + A 

tm % tubalitiiift, so erhellt, da» man aus einer Gleichung Ym ^f{x) 
= q>(x) audi sehiiessen darf 

' * 6) f(x) ^ Sq)(xy + ^Im-^^, M>— ^l 

Vw. Welcher Grösse nun C, oder von wddier Fe#m dM& Fu^kiA^n ^ 
Si^i, .läsiit sich in jeden einzelnen Falle ausmitteln, wo die Summen- 
rechnung zul* Auflösung einer vollkommen bestimmten Aufgabe benutzt 
wird; natürlich aber hängt diese Entscheidung von der jedesmaligen 
Individualität einer solchen Aufgabe ab untf' steht desshalb unt^ keiner 
festen RegeL 




m 

4er eteAciifilM MmmMämm 

Nach der so eben aufgestellten Definition von 2q)(x) hat es keine 
Schwierigkeit eine kleine Tabelle zu entwerfen, Welche fAr mehrere 
der wichtigsten SpeziaUsirungen von q>(x) die zagehörigen endlichen 
Integrale 2q)(x) angiebt. Es ist hierzu weiter nichts als eine leichte 
Umwandlung der gewöhnlichsten DifTerenzenformeln nöthig. So haben 
wir z. B, 

4[x(X'h){X'2h) ;... (a?-nA)] 

=^ {x+h)w{x^h) ..., (x-tTU) -^ x(x-h)(x-ihj .,.. (x^nh) 

^ in-hVh . xiX'h){x-2h) .„. (x-nAh). 

Bei umgekehrter Ordnung kann man dafür auch schreiben 

/ i\/ CÄ\ /K, Z^iL\ vi x(X'h)(x-2h) .... (x^nh) 
x{X'rh)(x-w) .... (sc-n-lh) t= J — ^ / u.i\k 

und daraus folgt nach der Regel, dass eine Gleichung wie q)(x) = ^f(x) 
die zweite JS(p{x) ^' f(x) nadi sidi zieht, 

l) 2[:c(x.:h)(x.2h) ... (x-iTlh)] = <«-<^).(^-a^).-->. (^-'«*) 

wobei man rechts noch eine willkührliche Constante hinzufügen darf. 
Setzt man Xi= x* + in-l)h, so eriiUt man sogleich 

oder wenn man 4ie Fakterenfolgen beiderseits in umgekehrter Ordnung 

schreibt und die Accente weglässt 

3) S[x{x+hXx+2h) ..., {x+iiÄh)] = (<g'AM^+*) -^ (^+^1*) 
^ie man auch dadurch findet, dass man von der Differenzengleichmg 

ßusgebt. 

Man hat ferner die folgeiide Gleiebung . - 

1 



a?(af+*)(ap+2*) .... {x+m-\h) 



(«+»)(«+2*) .... (x+mky «(*.+♦)<«+») .... («+«-!*) 

~ ~ ar(ar+*)(a!+2A) .... (x+mh) 
wofQr man tungdkehrt andi schreiben kann 

• 1 , , 

jt(x-\-k)(x+2k) .... (x+mh) 

= j r_ 1 . ^ — 1_ __| 

L «* x(x+h){x+2IO .... (ar+m-lA) J 
Hieraus ergiebt sidi auf der Stelle die Sununenformel 

x(x+hXx+2k .... Cx+mk) 
1 1 



mh x{x+h)(x+2h) .... {x+nlPih) 
oder wenn man n — 1 an die Stelle von m treten Msst 

1 



3) 



x(x+h){x+2h) .... (op+it^lÄ) 
1 1 



(»-1)Ä a?(j?+A)(«+a*) ...._ («+tt-2A) . 
Man diirf übrigens diese Foirinel nicht für h =»> 1, d. h. «iss in An* 
Spruch nehmen wollen. Denn der Auadrook 

1 

x(x+h) .... (x+m-lh) 
von dessen Differenz wir ausgingen , enthält im Nenner m Faktoren, 
und darin liegt sdion von selbst die Bedingung, dass m nicht = 
sein darf. 

An diese endlidien Integrationen algebraischer Funktionen lassen 
sich noch die folgenden auf transscendente Funktionen bezügliche an- 
reihen. Es ist z/a^=. (a^-l)e' oder umgekehrt geschrieben 

mithin 



*> ^«"^-scr 



Mittelst der Formel für J eo$ x überzeugt man sieh ferner leicht von 
der Riehtigkeit der Gleiehung 



oder X — -|-ft für o; geschrieben . 



JtMX 



2sin\h 



woraus die Summenformel erhalten wird 



5) Ssinx = 



cos(x-'^h) 



6) 2C08X = Q . 1 V 



2sin-i-A • 
Ferner ist yermöge des Werthes von 4/ sin x 

oder wenn man j? — -^ä für dp substltuirt 

^«»(j?-- i-Ä) . sm(x-4-A) 

25tn-f-A 25tH^A 

hieraus fliesst die Summenformel 

Um nun auch die endlichen Integrationen zusammengesetzterer Funk- 
tionen ausföbren zu kiünnen , bedürfen wir einigei* aUgemeiner Regeln, 
nach welchen das endliche Integral einer zusammeogesetiten Funktion | 
aus den Integralen ihrer einzelnen Bestandtheile gebildet wird. 

■§••«•_ 

Allgemeine Regeln für die endllclie Integration 
■asanunengesetsterer Fnnkttonen. 

L Wenn U, V, W etc. verschiedene Funktionen von x sind und 

JU = n, JV = t?, JW •= w, .... 
gesetzt wird, so folgt 

JU ±JV ±JW ±...- u±v±u> ± .... 
d. i. 

JlU ± V ±W ± ....) = u±v ±w ± .... 
Dem Begriffe des endlichen Integrales nach ergiebt sich hieraus 



ü + V ±W± .^. ^ Siu±t>±w ± .o.) 
Ajukreneits ist aber wegM Jü =s u umgAebti V ^ 2ny ebenso 
7 xr 2o elc, fol^ieh durcb Addkion resp. Subtraktion jjieser Glei« 
cbungan 

U ±V ±W± ^.. = Sm±3v ±Sw± ...* 
und darcfa Yerglekhung dieses Resultates mit dem TorhergehendeR ent^ 
stebt die leicht in Worte übersetsbare Regel 

1) S(u±tf±w± •«•) ^ Su±Sv ±Sw± .... 

n. Ist k ein vonx unabbängiger, also eonstanter Fsktor , so gilt 
bei derselben Bezeichnung wie Yorhin die Formel 

J{kU) = kJU = ku 
folglich umgekehrt 

kü = :S{ku). 
Andererseits ist aber wie oben 17 = 2u, mithin, wenn man diess 
substituirt und die beiden Seiten der ¥.origen Gleichung gegen einaadir 
vertauscht, 

2) S{ku) =r kSu. 

ni. Um auch eine ähnliche Formel (ur das Produkt zweier ab^ 
bängig yariabler Grössen d.h. für 2{u») zu finden, ¥erlMiren wir fpl- 
gendermassen. Es sei . / 

2{uvy= u^v + % 
wo % eine noch unbekannte Funktion ron x ist. Nimmt man unter 
RüdLsicht auf die Formel 

von der obigen Gleichung die Differenz, so wird 

tcti = hJ2v + Ju'.Sv + Ju.J2v + Jz 
_z=i UV + Ju.JSv + 4%.v + Jx • , 
d. i. wenn man ^z auf eine Seite allein bringt 

Jfs = —,Ju(v+2v) 
mithin 

% = — S[Ju(v+2v)l 
womit 8 seine Bestimmung gefunden hat. Nach dem Früheren ist nun 
3) S{uv) == uSv — S[Juiv+Sv)]. 



Für den ersten Augenblick könnte man gUulHMi, dass diese Fonnel 
die Schwierigkeiten der aiigedeuteten Summation tob tct^ ehet Termehre 
als veiiniiiderey weil sie die unipröngllche eiifaebe Integration auf zwei 
andere nach einander auszuführende Integrationen reduzirt. Gleidi- 
wohl zeigen spezielle Fälle, dass im Gegentheile es oft leichler ist, 
durch eine solche TbeikiBg der Arbeit, wie sie die >Pormel 3) vor* 
schreibt, als durch Integration auf einmal zum Zide zu kommen. .So 
bat man z. B. für i« = ä, t» =: e* 

Jn s=: h, 2v ^ ■ , , * . 

und nun nach No. 3) 

d^i. unter' Anwendung der Formel 2) 

^<-> = -Ä- - -jS-^ ... 

oder vermöge des bekannten Werthes von J^e*' , , 

jce^ ft€*e* 

«*-I . (e*-i)2 

was man rückwärts leicht verifiziren kann, da nun umgekehrt 



2{x^) :- -jTi /J^ 1,2 > 






sein muss. — Die in No. 3) entwickelte Regel für die endliche Inte- 
gration eines Produktes umfasst auch' den FftTl ' der Integration eines 

Quotienten, denn setzt man z. B. ia. — den Ausdruck — = v, so 

ersdieint der Quoäent — anter der Form eines Produktes uv. 
w 

Nachdem wir uns nun in den Besitz allgemeiner Kegeln gesetzt 

haben, welche die Integration complizirterer Funktionen offenbar sehr 

erleichtern, wollen wir uns nun mit der Integration der verschiedenen 

Klassen solcher Funktionen näher beschäftigen. 



5. 4. 

Bezeichnen wir mit Ä, B, C, .... M constante Grössen, mit 
cc, ß, y, .... fi beliebige positive ganze Zahlen, so steUt der Ausdrock 

ix« + Bx^ + Cxy + ... + Mxf* 
das allgemeine Schema aller rationalen ganzen algebraischen Funktio- 
nen dar« Aus der Bemerkung 

S{Aa^ + Bx^ + Cxy + ... + Mx^) 

= 2(ia?«) + 2(Bxf^) + 2(Cxy) + ... + ^Mxf^) 

= XSr« + BSx^ + CSx^ + ... + MSxf^ 
geht nun sogleich hervor, dass es nur darauf ankommt, eine Potenz 
mit beliebigem ganzen positiven Exponenten zu summiren, oder über- 
haupt Sx^ zu bestimmen. Diess hat keine Schwierigkeiten, wenn 
man sich an die bekannte Formel der Differenzenredinung 

erimieri >. welche ia der compendiö^^ran Form 

J{a^^) = (m+l)!««* + (m+l),«"-*A* + (m+l),««^>Ä» + ..., 

.... + (m+l)«a?A« + (m+l)m+i»*+' 

dargestellt werden kann. Beiderseitige endliche Integration giebt hier 

^+1 = (m+l)t*5^ + (m+l)jP2««-* + («H-D,^«^* + .... 

.... + (iii+l)«»«^a? + {m+l)n^h^^Sx^ 

und durch Transposition von 2x^ auf eine Seite allein erhält man 

daraus 

(m+l)i* (m+l)i (w+l)i 

.... _ .^?±lkik«^i^^ _ ^^+ii7^ h-Sx^ 
(m+l)i -(w+l)i 1 

was sich noch etwas kürzer ausdrücken lässt, wenn Tüsn iich erinnert, 

dass überhaupt für ein ganzes positives Ar 



(m4-l)t ^ m(m-l)(«i>2) ... (i-t+2) 
(»H-l)i 1.2.8.-if 

* 1.2.»... (*-l) ^ * "* 

ist. Die obige Gieidiong geht daim in die folgende über 

und dient als sogenannte Reduktionsformel, weil durch sie die Auf- 
gabe der Integration von x^ auf die Integrationen von a^'^^, a^'^\ ••• 
xS x^ zurückgeführt wird. Set2t man der Reihe nach m = 1, 2, S, ... 
so erhält man 

Sx^= ^- i.2|*2«« — :J-.2j,*»2s« 

Sx^ = -^ — -4-.34A2D» — ^.a^i^Ja?* — \.%V2x^ 

und hieraus ersieht man, dass sidi successiv 2x^, Sx\ Sx* etc. be- 
stimmen lassen würden, wenn vorerst 2s6* a Sl bekannt wäre. Nun 

ist aber 

/ a? \ m+k m_ _ , 

^(T/~"ir * - ^ 

mithin t- = Jl = 2a?* 

und nachdem wir so zur Kenntniss Yon 2x^ gelangt sind, geben die 
vorhergehenden Formehi der Reihe nach 



Ä!» 


= 


T 














2ff< 


= 


l 
T 


T 


— 


1 

2-' 




- 




^%^ 


= 


1 
T 


T 


— 


1- 


+ 


1 


xA 



^=i-^_ 


T«* + xsr«'» 




^•-K- 


t" + t-'» - xr*' 




^-H- 


i-'+a'.*'**^'.'«* 




^ = K- 


T«* + -r"* - -4— * + 


(TT«»' 


^..i^- 


T- + rr-* a-L**'* 


TT-*' 



u. s. f. 
Um das Gesetz za übersehen, nsdi welchem sich diese Ausdrficke bil- 
den, sind folgende Bemerkungen n6thig. Achtet man culehst «if dt« 
Potenzen Ton X und h, flie in den obigen Gleidinngen der Reihe nach 
Torkommeii, so scheint folgendes <Sesetz obminilteii 

worin At, Ä,, Ä^, .... gewisse nMb imbdEMnt«. CoalBnentaa siiuL 
Ffir dieBwäamung dieser lubtei«« wt di« BemeikuBg roa Gewicht, 
4ms mm S.B. sdveibe» kSBa: 

•^* -TT ¥* + 6 • 2^ * 30 2.3.4* * 

^. 1 »' 1 «.lI *-.» 1 Ö-S*,««^l 6.5.4.8.2. ^, 

•^•=TT- 2^ +T- "T^'^Sö-äO** +«£3X0** 

^* -TT T* +TT^* 30*2.3.4'^* +42-2.3.4.5.6** 

q, s. f. 
woraus hervorzugehen sdieint, dass 

^*^ (m+1)* T^^6 2*^ M 27374 

1 m(OT-l)(m-2)(m-3)(w-4» _^t^g 

+ S 2."3.4.5.« '^* "" 

w*re. Öi« Zahlten -l-, fb» «' - «^*' «*'* ** *•"**" Bernottffi'sAe» 
Zahlen ^ind so Itaien wir rein intldttorisch m der Formd 



+ i^wi«^«^^** — -t«,»,«^ V + i«,^«-^» — .... 
worin zur Abkärzung Ton den BinomialkoefBzieRten Gcbralidi gemacht 
worden ist. Das« die so gewonnene Glciduuig' in der Thot allgemein 
für jedes ganze positive m gilt, wird sich später zeigen, wo wir die- 
selbe- als Spezialisirung einer weit adlgemrinen Formel wieder finden 
werden. 

Es giebt ^rig^s nodi eine zweite Form, miter welcher sich 
Ssc^ darstellen lasst. Da man nämlidi jeden Äusdruii ?on der Form 

a?(a;-»)(x-2i) .... (x-nÄk) 
inbegriren kann, so wurde sich auch die Integration Ton aF bewerk- 
«te0igen lassen, sobald man eine^ Gleichung iron d^ Fonp 
4) x« = H^x + H^ix-k) + H^x-hXx-Zky + .... . 

.... + J5f«a?(a?-*X«-**) .-•• (x-ni^ih) 
aufstellen könnte, worin Hu ß^^ .... Bm ctostante Coeffioenten be- 
deuteten. Denn man bMte nacUier •• . 

Saf" = BiSx + B^S[x{X'h)] + fli^a<4^-*)<a?-a»)l *t- .... 

.... + HJS[x(x*h)(m-2IO .... (flMu-lA)] 
und hier lassen sich in der Tkat sämmtlicke auf der rediten Seite 
Torkommende Summen mit Hülfe Ton Formd 1) in §#2. entwickeln. — 
Um nun auszumitteln, ob eine Gleichung ron der Form 4)' möglich 
ist und welche Werthe Ton If^, JJ^» •••• Hm dazu gehören würden, 
belraditen wir erst die einladiere Gleichung 

6) »« « Jt% + /a«(«-l) + /,«(«-]t)(Ä-2) + .... * 

.... -i- J,^(*-^l)(»-2) .-.. («-m-l). 
Ihre Möglichkeit ist leicht einzusehen, denn denkt inan sidi die Mul- 
tiplikationen auf der rechten Seite ausgeführt, so wird 
z^ Ä J^z + /j(ä»-«) -I- J,(«M«* + 2«). + .... 

.... + /«(»«-a«^« + /}««-* — .... ± fiX) 
mo a, ß, •••• .^ gewisse rein numerische und bekannte Coeffizienten 
bedeuten. Setzt man die Coeffizienten Ton x, x^, .... x^'^^ gleich 
Null und den von af^ gleidi 1» so findet Identität statt und zur Be- 
stimmung von /|, J^, ..•• Jm ergeben sich. die Gleichungen 



j, — j, + ^, — ... « 
Jt — ^Jt + ....:.. = 

u. s. f. 
bis zuletzt die Gleichung Jm =^ 1 erscheint Diess sind aber ih Glei- 
chungen ersten Grades zwischen den m Ikbekannten J^, J^, ... J^, 
und daher ist die Bestinimung der letzteren |«derzeit mögUcfa« Um 
aber auf einem k4rzeren Wege zu derselben zu gelangen, nehmen wir 
in 5) d^ Reihe nach is 2= 1, 2^ 3, ... Xr» ... m und erhalten so 

2« = /i . 2 + Jj . 2 . 1 

a*» = /, .3 + J2.3.2 + Ja. 3. 2.1 



it« = J^k + J^kik-l) + J^k{k-l)(k-2) + ... + Jk/c{kA) ...2.1 



m« = J^m + J^mim-l) + J3m(w-l)(m-2) + ... + /^w(w-l) ... 2.1 
Um aus diesen m Gleichungen irgend eine unserer Unbekannten etwa 

Jk zu bestimmen, multipliziren wir die erste Gleichung mit — = Jt,, 

k(k-l) 
die zweite mit ^ ^ = Ar,, die dritte mit *,, ... die k^ mit Ar* und 

nehmen darauf Alles mit wechselnden Zeichen zusammen; es wird so 
m^ — 2% + 3H^ — ... + (-1)*-**«** 
= Ji(ki — 2*2 + 3*3 — ... + k.kk) 
— J,(1.2*2 — 2.3*3 + 3.4*4 — .- ± (^-1)*.**) 
+ J3(1.2.3*3 — 2.3.4*4 + ... + (*-a)(*'^l)».»*) 



+ (-1)*^**(*-1) ... 2.1.**/*. 

Die auf der rechten Seite in. Parenthesen eingeschlossenen Reihen ste- 
hen sämmtlich unter der gemeinschaftlichen Form 

1.2 ... «.*, — 2.3 ... (s+l)k,+^ + 3.4 ... (s+2)*,+j — ... 
und zwar wäre diess der Coeffizient von /«. Berücksichtigt man die 
Gleichungen 

U *-« L L _ (*^<)(*.5-l) ,^ ^ 

^*+t - T+r'f' > ^^'+2 - (,+i)(,+2) ^'^ '''^- 
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so lässt sich jener Goeffiäent auch in folgende Gestalt bringen: 
*JI. 2 ...s — 2.3.. .«.(*-«) + 3.4...5.(Är-Ä)(l:-f-l) — ...] 

^ 1.2.3. ..s.t.[l--Y-+ ^^-y^ -...] , 

^ 1.2.3. ..«.*.[! — (l:-s), + (Ml — (*-«)i — ...] 
Die Samme der mit wechselnden Zeichra zosammengenommenen Bino- 
mialkoeffizienten ist aber bekanntlich = 0, so lange der Exponent (hier 
k — i) selbst ?on Null yerschieden (also s<^k) bleibt; für jedes s<^k 
versdiwindet daher der Coeffizient von /« und mithin bleibt in der vor- 
Jiin erhaltenen Gleichung nur Jt übrig; nämlich 

IH^ — 2«», + 3»*, — ... + (-l)^»Ä«ftfc 
= (-l)*-*l. 2. ..*.**/*. 
Ordnet man die Reihe links umgekehrt an uud berücksichtigt dabei, 
dass kk=^lt üv-i = ii 9 kk-^ =- k^ etc. ist, so findet man jetzt 

^> •^^ = 1.2. .k ^'^ ~ *i<*-l)"* + *2(*-2)~ - -1 

wobei die eingeklammerte Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie Ton 
selbst abbridit. Nachdem wir so das Bildungsgesetz der Coeffizienten 
Ji, Jjp ••• Jm in der Gleichung 6) bestimmt haben, setzen wur da- 

sdbst s; = -r- und erhalten jetzt durch Multiplikation mit A"* 

a?« = J^h^^x + J,A"»-*»(a?-Ä) + J,A«^»a?(a?-*)(jj-2Ä) + ... 

... + Jmh^xiX'h)(x-2h) ... (a?-mTA). 
Beiderseitige endliche Integration giebt jetzt unter Benutzung der For-» 
mel 1) in §. 2. für n = 1, 2, 3, ... m, 

7) 2'aJ« = •^J^h'^hsix-h) + -|-J,A«-»a?(a?-A)(x-2A) + ... 

... + -4T"/«A*-<"^t)j.(aj-2Ä) ... (x-mh) 

womit unsere Aufgabe vollständig gelöst ist. So hat man z. B. für 
m = 4 

/. = ^1* = 1 



und mithia 

Ä?* = ^K^x(x-K) + ^hx(x-h)(x-2h} 

+ ^j;(a?-Ä)(^-2A)(j?-3Ä) + y-i-x(a?-Ä)(a;-2Ä)te-3A)(a?-4Ä). 

Es giebt endlich noch eine dFÜte Methode zur Suinmirung rationaler 
ganzer algebraischer Funktionen und diese ist praktisch , d. h. wenn es 
sich um Dumerische Werth« handelt, die bequemste, obgfeieb sie keine 
elegante Darstellung in allgemeinen Symbolen zulisst Sei nämlieh 

8) f(x) ^ S(Ax'' + Bxl^ + ... + Mxf) 
so ist 

Jfix) = Ax"" + Bx^ +^ ... + Mxf" 
und wenn man für x einen beliebigen speziellen Zahlenwerth a sub- 
stituirt, so erßhrt man hieraus den Betrag von Jf{a). Indem man 
nun auch in den leicht zu enlwickeladen folgenden Differenzen J'^fix), 
J^f{x), ... dieselbe Spezialisirung Tornimmt, erhält man eben so leicht 
jj^f{a), J^f(a), ... und diese Reihe setzt man soweit fort, bis die 
Differenzen Null werden , was bei jeder ganzen rationalen algebraischen 
Funktion eintritt, sobald der Eiponent von J den Grad der Funktion 
übersteigt. Substitiiirt man die so gefundenen Werthe von 4fia), 
^fia) etc. in die bekannte Formel 

so erhält man auf der Stelle die gesuchte Summe f{x) = ^(ix^ 
+ Bx^ + ...) und der noch unbestimmte Werth von f(a) bildet darin 
einen Theil der willkärlichen Constante. Um z. B. S{x^-ix) zu ent- 
wickeln, setzt num 

f(x) *= 2{x^6x) oder f{ä) «= 5(a»-5a) 

7* 



woraus folgt 

Jf{a) =t a* — 5a 
J-^f^a) = 2aÄ + A» — 5A 

^/V(a) = ^Y(a) = ... = 0. 
Nach Formel 9) ist nun 

f{x) d. h. :F(a?2 — 5a?) 

-= f(a) + -JX^^ ^^ ^ 1.2,A2 (2aA+A2-5A) 

, (i»-a)(a?-a-A)(a?-Ä-2A)_ ^ 



1.2.3.A» 

Da a noch wilfltürlich genommen werden darf, so können wir es auch 
= setzen, woraus sich nun sehr einfach die Formel 

2{x^-hx) = C + ya?(a?-A)(Ä-i-) + i-a?(a?-A)(a>-2A)i- 

ergiebt , bei welcher /(O) in die ohnehin zuzusetzende willkürliche Con- 
stante eingerechnet worden ist. 

§. 5. 

Kndliehe Integratioii gebroclieiier rationaler 
algeliraiseber Funktionen« 

Unter den Fundamentalformeln des §. 2. befindet sich nmr eine 
einsige (No. 3.) , welche die Summinmg eines gebrochenen algebrai- 
schen Ausdruckes darstellt; da wir aber andererseits noch kein ande- 
res Mittel zur Integration zusammengesetzter Funktionen besitzen, als 
das ihrer Reduktion auf einfachere Funktionen, deren Summen be- 
kannt sind, so fo^t aus jener Bemerkung, dass wir bis jetzt nur sol- 
che gebrochene rationale algebraische Funktionen werden integriren 
können, die als Summen Ton Ausdrücken wie 

A B C 

x{x+h) ' a?(a?+A)(a?+2A) ' •a?(a?+Ä)(a?+2A)(a?+3Ä) * *'*' 
angesehen werden dürfen. Die allgemeine Form solcher Funktionen 
ist leicht zu finden ; denn bringt man sanmifiiche Glieder der Reihe 



I 
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1) — A_+ U? I P 

^ a;(a?+A) ^ a?{a?+Ä)(a?+2Ä) ^ a?(a?+A)(aj+2Ä)(a?+3*) 



a?(a?+Ä)(a?+2A) .-, (a?+m-lA) 
auf gleicbea Nenner, so bt der Zahler 

2) + B(x+3A)(a?+4A) .... (a?+w^Ä) 
+ <7(a;+4A)(a?+5Ä) .... (x+mÄh) 



+ M 
und wenn man die angedeuteten Multiplikationeu ausfährt, so giebt 
das erste Produkt alle Potenzen des x von der Ot«» bis zur (m-2)teii, 
das zweite alle von der Oi<?n bis zur (m-3)ten etc. Ordnet man nach- 
her Alles nach Potenzen von x, so nimmt det Zähler die Form a + bx 
'+ cx^ + .... + te"*^' an und das in No. 1) aufgestellte Aggregat geht 
in einen Ausdruck von der Form 

„ a + bx + copr^ + .... + fcg**~^ 

x(x+K){x+2h) .... (^x+inÄh) 
über. Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass jeder Ausdruck 
von der vorstehenden Form — a> b, c, .... k mögen sein was sie 
wollen — nadi dem Schema 1) verlegt werden kann. Denn denkt 
man sich beiderseits mit dem Nenner multipiizirt , so ist 
a + bx + cx^ + .... + Ära?"*"** 
== Aix+2h)(x+3K) .... (a?+mTÄ) 
+ B(x+ih)(x+ih) .... (x+m^) 



+ L(x+mr-lh) 

+ U 
md wenn man beiderseits die CoetSeienten gleicher Potenzen von x, 
also die CoeiBzienten von x^, x^, ... x^^'^ vergleicht, so erhalt man 
m-2 (xieichungen ersten Grades zwischen den m-2 Unbekannten A, B, 
C, ... ilf» woraus die Beatimmung derselben jederzeit möglich ist. 
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NacbdeHi man diese erlangt hat, führt die beiderseitige kilegration der 
Gleichung: 

a -}- bx + cx"^ -{- .... -f *«y^^^ 



j(jr+Ä)(j:H-2A) .... (a:+m-U) 
unter Anwendung von No. 3.) in §. 2. sogleich zu der Summenfonnel 
a + bx 4- cv^ + ..,. + kJC^^^ 



4) 



a?(jr+A)(j:+2A) .... (^+in-lÄ) 
1 4 l Ä 1 C 



/♦ x 2h a?(x-|-A) 3/i jc(x+h)(x+2h) 

1 w 



(m^l)A jr(j:4.A)jt+2A) ..., (x+m-äA) 
Um dieses Verfahren durch ein Beispiel zu erläutern sei: 

3 -f 5x _ J ^ B 



a:(jr+h)(x+2ii) "~ x(^j:+h) ' jr(jr-+&)(j'4-2A) 
3 + 5.r == i4(.r+2A) + B 
= 2iA + Ä + Ä.r 
und aus 2iA -f Ä = 3 und 4 =r 5 ergiebl sich J? = 3 — lOA, 
mithin ist . 

3 + 5.r _ ^ 5 ^ 3 - lOA 

^ .i (./ +A)(./ +2Aj .r(.r-f A) "^ ^ jr<a'+A)(.r+2A) 

15 1 3 — lOA 



h X 2A a'(.r4-A) / 

Wenn in der gebrochenen rationalen algebraischen Funktion, die wir 
betrachtet haben, der Zähler den (m-2)^<in. Grad übersteigt, so ist das 
bisherige Verfahren zwar theilweis noch anwendbar, führt aber auf eine 
uns noch unbekannte Integration. Betrachten wir zunächst den Fall, 
wo der Zähler ausser den Potenzen x^, jr**, .... a:"»~* auch nodi die 
Potenz .r»»—* enthält, so ist leicht zu sdien, dass man in diesem Pafle 
setzen darf: 

n + bM + cs^ + .... + kx^^ + te^» 
jp(;r+A)(jr+2A) .... (jr-f-m-lA) 



lOS 

+ .... 





X 


+ 


B 


+ 


C 




x(xi h) 


x(x-{-h){,x-{-'2Jk) 












•••• ■+■ ■ ~ ■ 



N 



j;(jr-f A)(jr4-2Ä) .... {x+m-lh) 
Denn bringt man beide Seiten auf gleichen Nenner und ordnet hierauf 
Alles nach Potisnzen yon x^ so erhält man m deichangen ersten Gra* 
des zur Bestimmung der m Unbekannten A, B, C, .... N, Beidersei-- 
tige endliche Integralion giebt jetzt 

^ o + hx + cjf^ + .... 4- tJC^^ + to*»-* 
J7(jFfA)(j?4-2/0 .... (x+wiTl/O 

= A2— — — — — ^ ^ 



X Ä X 2A jr(jr-|-Ä) 

1 iV 



• ••» "~~ 


(m-l)Ä 


4:(x+Ä)(jr+2fc) , 


.... (x4-OT-2fc) 


wo nun auf der rechten Seite Alles bis amf 2 — bekannt ist. Hat man 


endlich die Funktion 


- 






« + 


bx 4- m:* 


+ .... + f^ 


.. • 



zu integriren, wo n >> 99 ist, so dividirt man zunächst mit {X'\-K) 

{X'\'2h) .... (jT-f-m-l/O so lange in a + hx-^-cx'^ -}- .... -|- pjr» bis 
die Dimension des Restes kleiner als die des Divisors wird; man er- 
hält dann ein Resultat von der Form: 

a -^ hx -^ cx'^ -{- .... 4* f^ 

(jr+Ä)(jr4-2Ä) •,.. (x-f-mTfe) 
=z af ^,h*x rh c'x» + .... + 5'jr«^"»-0 

a'*\^ 'h'*x -H V^JT» + .... + fr^jr»>-^ 
(x+Ä)(.r+2A) .... + (ar+wTlÄ) . 
und nach beiderseitiger Division n^it x 

a + 6.r + (%r* 4" •••• + V^ 



x{,x+h)(x+2h) .... (x4-m-lÄ) 



iL. 4- /^' J^t^jp + 4..^'JJ«I^ 



+ 

' -xix-^hyix'-^^h) .... (jT+m-lÄ) 
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und wenn man beiderseits integrirt, so sind rechts aHe Integrationen 
bis auf die erste ausführbar. Um dieses Verfahren durch ein Beispiel 
zu illustriren, sei 

1 + JT^ 

die zu integrirende Funktioii. Man findet zunächst 

1 +^^ ^ ^^ + 1 

.(j7+ä)(j7+2ä) "" J7* + 3jrA + 2/i* 

und durch Division mit s 

x(x-+-A)(x4-ä*) 

= - 15.» i- 4- 7.» - 3ÄX + x3 + ^ + 'ZrV^^*' 
X ~ ^ ^ jttx4-^)(x4-2A) 

11?. «1 iwi*l n. • ti 3lÄ* , 1 — 32ä* 

^ _ 15A.-+7A^-3Ä* + *»+^;(^^:pi^ + x(x-f-A)(x4-2A) 
und hieraus ergiebt sich nun sogleich 

x(jr+Ä)(j:+2Ä) a? ' h \2 A 2 / 

31M 1 1 — 32A^ 1 

h X 2ä x(x+A) 

und wenn man Alles auf gleichen Nenner bringt 

x(x4-A)(j;+2A) , X 

^ 1 3 + 90A^ + 186A*jc — 52A»x^ — 40A*x* + lOto* — 2jc« 
6A x(x+A) 

Man sieht aus diesen Eröilerungen, dass sich jede Funktion von der Form 5) 

integriren lassen würde, sobald 2 — bekannt wäre. Ist der Nenner 

X 

der gebrochenen algebraisdien Funktion nicht von der Form ocißC^K) 
(x-|-2A) ...., so kann man mit dea bisherigen Mittdn die Summirung 
nicht ausführen. Nodt weniger glückt dieselbe bei irrationalen alge- 
braischen Funktionen , da unter unseren Fundamentalformeln keine ein- 



109 

zige vorkommt, wdche die Integration einer irratiomlen algebraisckeii 
Funktion zeigte. Wie man sic^h in allen diesen Fällen zu helfen hat, 
werden wir später zeigen, wovon den ganz aUgemeinen Hittehi der 
Integration die Rede sein wird. 

$. 6. 

fihBOiiiiilrang von sff^a^^ x^eosx uaA x^iinw. 

Nachdem wir uns mit den endlidien Integralen algebraisdier 
Funktionen beschäftigt haben, betrachten wir die Integrale der Trans- 
scendenten, bei denen es ebenfalls eine Reihe von Falten giebt, in 
welchen die bisherigen Mittel zur Summirung ausreichen. Wir werden 
diese Fälle, von den^n schon die Uebersdurift einige namhaft macht, 
der Reihe nach durchgehe^ 

I. Nimmt qian von dem Ausdrucke x'^a^ die Differenz, so i^t 

und wenn m als positive ganze Zahl vorausgesetit wird, s^ kann man 
den (x+A)*" in eine endliche Reihe verwandeln, aus welcher man 
ohne Schwierigkeit findet: 

Beiderseifige endlicfae Integration giebt hier 

und wem 3(af^) auf eine Seite allein gebracht wird, 
1) 5(x-a-)«^ 

^?j-[«»iA^(^"*~*a*) + «h5Ä*^(a?«-V^ + ....]. 

Diese Gleichung dient als Reduktionsformel in so fera sie die Summi- 
rung von oc»»-*«*, op'w^V etc. zurückfuhrt Es ist aber -:?(a?V) be- 
kannt nämlich 
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und nun erhält man der Reihe nach aus der obigen Formel für m =« 1, 
2, 3^ M.. 

u. s. f» 
oder wenn man jede Gleichung in ihre Nadifo^rin substituirt 



2) :^{x(^) = 



fl*-l (a*-l)^ 






.,^V) = -pp^ ^-5-^^ + 



u. s. w. 
Es folgt hieraus von selbst, dass man mittelst dieser Formdn jeder- 
zeit das endliche Integral ^q>{x)(f^\ finden kann, sobald 9)(a;) eine 
ganze rationale algebraische Funktion von x bezeichnet. So hat man 
z. B. 

2|(«+/Jx-^yx*)(i«] =r= a:?a* + /95(a:a*) + y2(xV) 

+ (iri)3 «^• 

11. Mit einiger Modifikation ist das so eben Bur Entwickelui^ 
von 2(af^a/^) angewandte Verfahren auch zur Be9timmnng von 2(x^eosx) 
uud S(x^$inx) brauchbar* Man hat ntoUch 

Jlx"^ sin{x--\h)\ = {x+.h)'^stn{X'{-^h) -^ x^$mix^^) 
=:28in\h.x^cosx + m^hx''^^$in{x+'^h) + »4fcV*^V»(a?+-5*) + .... 
und folglich wenn man nach Division mit 2sin-^h integrirt und 
2(x^co8X) auf die linke Seite allein bringt 

3) ^.x^cosx) = 2s»n^ = 



2sm-i-Ä 

Gellt man ähnlich, von der Differenz J[x^ cos{x-\h)] aus, so findet 
sich ebenso leidit 
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Diese Formela führen immer zur Kenntniss yoii 2(a^cQiS) nnd 
2ix^sinx)y sobald die Integrale 

schon bekannnt sind. Setzt man nämlich in No. 3) und Mo. 4) m = 1, 
so wird zunächst: 

*"*'> = - ^^^ + W^"'<'+-H)- 

Nun ist aber wegen $in{x'\-^h) = sma;cos-|-Ä + cosxgin-^h und 
co»(a?+^*) = co8xcos-^h — sin X sin -^h 

2sin(x-\-'^h) = cos-^hSsinx + 9m^A Jco5x 
-^co«(a;+-i-A) = cos-^h2cosx — sin-^hJSsinx 
und da 2eosx und ^stna; bekannt sind [§. 2. No. 5) und 6)j, so ge- 
ben jetzt die Fonnehi 5) die Werthe von 2(xcosx) und 2(xsinx), 
nämlich 

fi\ TU...^\ xsin{x-^k) , hcos(x+ ^hj 

D) 2(XC0SX) = 5—; — j-r-. H /Q « i Tvl — 

. , xeosix-^h) hsinCx-^h) 

v(^„^^) == — 2iargr + (2smiÄ)» • 

Nimmt man ferner in den Formeln 3) und 4) m = 2, so wird 



2<m-^A 
2ixhms) 2^^-x^ 



^-j— J2Ä2[<riin(a;+iÄ)] + k*2 sin{x-{-^)]\ 



a' 



Man hat nun durch Zerlegung 
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2'[irsm(x-f -i-Ä)] = cos-^h2(x8t»x\'^ sin-^h2(xcosx) 
2[xcosCx-\-'^K)] = cos^h2(xco8x) — siH'^h2(xsiHx) 
und da nach 6) 2(xco8x) und 2{xsinx) bekannt sind, so findet man 
zunächst 2[x sin x sinCx-^-^h)] und 2lx cosix-^-^h)]; substituirt man 
diess nnd die bereits bekannten Werthe von 28in{x'\-^h) und 
2 co8(X'\-'^h) so findet man 2(x^co8x) und 2(x^sinx). Wie man auf 
diese Weise weiter gehdn kann ^hellt nach diesen Bemerkungen leicht. 
Es giebt übrigens nodi ein zweites Verfahren um 2(x^cosä!:) 
und 2(x^8inx) zu finden und welches auf den bekannten Formeln 
C08X = -^((^+er^) 

8inx = -^{^ — «"^) 

beruht, worin e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ond H = V-1 
ist. Man berechne nämlich erst 2{x^a!^) nach dem in L gegebenen 
Vorschriften und setze nun einmal a = 6^ und darauf a = cr-^, man 
findet so 

:^[j;«(e»)*] = J(ir«e»0 und 2[x?^{e^y] = 2{x'*'ir^). 
Davon ist die halbe Summe: 

\2{ü^e^) + \2{oi^e-^^) = 2[\x^ie^-\'t-'^)\ 

= 2(ß?^C08X) 

und die halbe Differenz dividirt durch t 

^2(x^e^'^) — i^(x'»e-^) = 2[^^^af'(e^^—e-^')\ 

=s 2{(x^8inx). 
Zu einer blos schematischen Darstellung ist diese Methode hinreichend» 
in 'graxi aber wird sie etwas weitläufig. 



f. 7. 
Integration von cos^x, sin^» und Ulmlielien Funktionen. 

Ebenso leicht als sich die Integrale ^cosx und 2sinx finden 
lassen, kann' man auch die etwas allgemeineren Scaspx und 2sinpx 
bestimmen, worin p eine beliebige constaite. Zahl bedeutet Man 



braucht nur zu bemerken, das», sobald px ß3üP x gesetzt tvird, audi 
ph an die Stelle von h tritt* und dass folglieh 

1) 2cospx = — Q . 1 %^ 

2) 2««pa. äferj- 

sein muss, was man auch umgekehrt leicht verifiziren kann. Wäre 
nun eine Funktion 9>(a?) zu integriren, von der man wüsste, dass sie 
sich in ein^ Reihe von der Form 

Acoscix + Bcosßx + Ccoiyx + •... + Mcosfix 
verwandeln Hesse, so würde die postidirte Integration ungemein lekht 
auszuführen sein, denn man hätte: 

2q^(x) = A2cosax -f- B2cosßx + .... + M2co8/ix 
und hier kann man alle auf der rechten Seite vorkommenden Integra- 
tionen nach der Formel 1 ) bewerkstelligen. Dasselbe Verfahren würde 
anwendbar sein , wenn es sich um die Integration einer Funktion i//(j;) 
handelte, weiche in eine Reihe von der Form 

Asinax -f- Bsinßx + (7«iiiyx 4" •••• + J^^tn^ 
umgesetzt w^den könnte. In der That giebt es emige Funktionen der 
Art und diese wollen wir näher betrachten. 

I. Bezeichnen wir wieder V-T mit t und setzen 

3) co$x = isinx = u 
co$x -^ isinx = v 

so ist 2«o«a7 = u +t> und mithin (2 «>««)*• = («-}-»)* d. i. 

(2cosj?)"* = tWoU"* -f- iti^u'^h 4- mfV?^h)^ ■+ .... 
und da man ebensowohl 2cosx = v -j-u setzen konnte, auch: 

(2cosjp)"* =i: m^v^ + mjü"*"**Hi + »ijü**^^^ + —^ 
Addirt man beide Gleichungen, so kann/ man dem Aggregate leicht 
die Form geben: 

+ «W3(ttt;)«(i*'»--*-f ü«-^) + ...• 
Nun ist aber uv = coi^x — ihin^x =* 1, und femer 

11« -|^ fjq = (cosx'-i'isinx)^ + (cosx-isinx)^ 
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d. i. dem Moivre'schen Theoreme zufolge 

. II» -f. ü« sas (cos qx-^-isinqx) + (cos qx^—i$inqx) = 2€09 jfo?. 
Unter diesen Bemerkungen folgt aus der obigen Gleichung für 9 =s m, 
m — 2, m — 4 etc. 

2(2cosxy^ = mq2cosmx + m^2eo8(m-2)x + »i22cos(m-4)a? + ..*. 
oder nach Division mit 2'""*'*, 

4) cos^x = -^^1 co«»w; -f- WiC05(m-2)a; + iii3jCM(m-4)jJ + ....J 

wobei die Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie wegen der Binomial- 
koefüzienten von selbst abbricht. Nimmt man beiderseits das endliche 
Integral und wendet rechts die Formel 1) für q ^ m, m — 2, m — 4 
etc. an, so ergiebt sich augenblicklich 

^ ' 2"* L 2$tn-^mh ^ 2'sm-|-(m-^2)A 

"^ "^ 2un^(m^)h "^ "-i 
Hierbei ist noch eine Bemerkung zu machen. Für ein gerades m näm- 
lich kommt in der Rohe 4) auch^ das Glied m 1 ^cosim-ni^x vor, wel- 

ches constant wird, ihm entspricht in der Reihe 6) das Glied 

= ■§■• 



Binim-w^ix—^h) 



T^ 28in'^{m-m)h 
Da aber J^[mj_co«(m-ii»)a7] = m\JS\. ==? mi„-r- ist, so muss an die 
Stelle des unbestimmt vieldeutig werdenden Gliedes der Ausdruck 

X 

«»j_„-T- gesetzt werden. Für m = 3 und m = 4 erhält man z. B. 
-2 cos a: _ -g- 1_ a«,„iÄ + 3 2smi^ft + ' 2<tN(-^A) 

2»in(-|A) 



«in(-3)(s-4-A) - 1 



oder kärzer 

8 L sm-f-A sm^A J 

16 L 2stn^h 2»tn^h 2«mOA 



. $in(,-2)(x-^h) «in(-4)(a?-i-») 1 

■^ 2»in(-fÄ) "^ 2(tn(-fA) J 

o A 16L 8tn2k stnh S 

II. Aus den beiden Gleichungen 3) folgt ferner 2i8inx = ti — v 
mithin (2t'sma?)*» = (i* — t?)"» 

ö) (2i«ma?)** = «10«*" — mi«*"-"*» + nij«"*-^^ — .... 
Ist nun erstens m eine gerade Zahl , so hat man (u-v)^ + (t?-«)"* mit- 
hin auch 

(2t»tna?)"* = m^^v^ — m^v^'^hi + »Ijü^^V — .... 
Durch Addition dieser Gleichung zur vorhergehenden wird jetzt 
2(2t«ma?)"» = {u*^+v^) — fii,wt;(w"»-**+t>"*-"^ 

+ fiij(i«ü)*(w"»-^+t?*^*) — .... 
d. i. weil t CS (-1)"*"» 

7) sin^x = — fL [cosmx - fniC08{m-2)x + mjCos(m-4)« - ....J. 

Ist dagegen m ungerade, s6 ist (u-v)^ == — (v-u)^ mithin 

— {2isinx)^ = WoV"» — m^v^'^hA + m^v^'^hi^ — .... 
und wenn man diese Gleichung von der in 6) verzeichneten abzieht, so 
kommt 

2(2tstna?)"' = (w"*-t;"») — »^«»(w"^*-«?"*"*) 

+ m2(wv)*(w'"""*-«?"*^*) .... 
Dabei i$t «ü = 1 und 

ti9-o9 == (cosjx+Mtnja?) — (cosqx-isinqx) = 21511150? 
mithin, wenn diess für q=^m, m-^, m-4 etc. benutzt wird, 
2(2i stna?)*** = 2isinmx — m^2is%n{i(n-2)x + m^i8xn{m-^)x — .... 
und durch Division mit 2'"+*t, 

/ l\-i-(m~i) r 1 

8) sin^x ^ ^ |«n»MP-'i»|«m(w--2)a?+m2sm(m-4)Ä-....|. 

Um nun ^sin^x zu finden 'benutzt man die Formel 7) oder 8) jenach- 
dem m gerade oder ungerade ist. Man bat im ersten Falle 

o^ x- . « (-1)"^"* r 9inm {X'\ h) _ <tn(m-2)(a?-|-&) 
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and im aweiten unter Benutzung Ton Formel 2) 

10) JSsm-o. = ^5 L 2n»im& "^ 2,<n^(»».2)A • 

, ^ co»(iw-4)(a?-|-*) 1 

^ ^ 2«f.-i-(m-4)Ä ""-i 

wobei im ersten Falle die vorhin über das unbestimmt sdieinende 
Glied gemachte Bemerkung zu wiederholen ist. Für m = 2 giebt z. B. 
die Formel 9) 

^oß_ 1 8in2(X'h) 

h 4 sink 

und für m = 3 die Formel 10) 

^ . 3 1 TeosSix^h) jmC^-I-A) ^ co5(-l)(a?-|-A) 

Ssm X = y[ asm^Ä ^ 251»^-* + ^ 2«n(.lÄ) 

co5(-3)te-^Ä) 1 



1 r CQS^(a?-|-A) _ g cosCrp-fft) '[ 
8 L sm4-A «m-i-Ä J* 



2sm(.-|-A) 



Da man eos^x und sin^o; für sich in Reihen verwandeln kann, welche 
nach den Cosinus oder Sinus yon Vielfachen des Bogens x fortschrei- 
ten, so muss sich auch das Produkt cos^x 9in*x in eine solche Reihe 
umsetzen lassen. Denkt man sich nämlich die Multiplikation der bei- 
den Reihen ausgeführt, so entstehen für ein gerades n lauter Partial- 
produkte von je zwei Cosinus und für ein ungerades n von je einem 
Cosinus aus der ersten und je einem Sinus aus der zweiten Reihe. 
Derartige Produkte lassen sich aber immer in eine Summe oder Diffe- 
renz von zwei Cosinus oder zwei Sinus zerlegen , so dass jederzeit ein 
Resultat von einer der Formen: 

11) coa^ sin^x ==» Acosax + Bcosßx -f- — • + Meonpuß 
^ofFx sii^x = Äsinax + Brinßx + .„. + Msin^ 
worin a, ß, y, ^.. positive ganze Zahlen sind, zum Vorschein kom- 
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men muss , es IftBst sich midiin audi 2{€08^x ihC^) jederzeit entwickelii. 
So ist z. B. 

coshi sin^x = -J-(co«3» + Scw a?) . -|-( — co$2x + 1) 

= -J-( — co«3a? coi2x — Scosx eo$2x + eoiSx + Bcosx) 
oder weil cosixcos2x = -^co^a? + -^-co^So?, 
eosxcos^oT = -^cosx + *^eo$9x, 
eoi^x 9in^x — -y ( — eos5x — eosix + 2c08x) 
und durch Integration 
v/ s ^i«.^ 1 r «w5(^-T*) <tn3(a?-l ->) ^ stn(a?-4 -*)1 

Dagegen ist 

üOs^d^M'n'j? = -|-(co52a? + 1) . 4-( — sinix + Sstna?) 

= -|-( — «»3a? co«2a? + Ssinx cos2x — 8in*6x + isinx) 
und wegen M»3a; €0s2ar = -^smSa; + -^sinx, 
3inx eo$2x =±: -|- sin 3»-^ -5- «na?, 
eo$^x sin^x = i^( — »tnöi + «n3a? + 2stna?) 
und 

-2(eos»a?«n»a?)=^L ,mlA iSTp ^-^i/nX*— i 

Man kann übrigens noch ein paar Schritte weiter gehen. Setzt man 
nämlich in den bekannten Werthen von 

S{xP€OBx) und 2{xß$inx) 
XX für X also x(x+h) für a?+*^ so tritt xh an dieSteUe von h, und 
wenn man diese Substitutionen ausfahrt , so erhält man demnach die 
Werthe der Integrale 

S(hPxH08xx), 2{xfx^$inxx) 
und durch Division mit x^ auch die von 
2{xPco8xx) und J^xHinxx). 
Daraus folgt, dass man auch jeden Ausdruck Ton der Form X^eo8^x8in^x 
integriren kann, denn man hat nach 11) 
2'(a?**CM'»a? «tVa?) 
= A2(aßeo8ax) + BS(c6Pce8ßx) + .... + MS{a^eoafix) 
oder im Fail n ungerade ist 

S{ao^cai^x 8in*x) 

8 
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» AS{aP9i%€tm) + i2{(s^u%ßx) + .... + MS{aßf$infix) 
yfo sich nun die Integrationen rechts ausführen -lassen. So ist 2. B* 
coi^x sinx =. -J-«ttt« + -J-ftnda?, michin 

Es ist aher 

und wenn man ix, 9h fOr x und k subsütuirt und nachher mit 3 
diridirt 

Sixsmix) = 2ftiiiA + (2«niJk)* ' 

Die Substitution von ^(apftiKv) und 2(x$m9x) führt nun sogleich zur 
Kemitniss von 2{xcQi^x iinx). 

Bezeichnet endlich f(x) eine ganze rationale algebraische Funk- 
tion von Xy so kann man auch noch die endliche Integration 

2[^{x)co$^x sin^x] 
bewerkstelligen, denn vermöge der Bedeutung von q>{x) muss diese 
FuiAtion von der Form 

axP + bafl^ ex^ + .... + gx^ 
sein, mö p, q, .... $ ganze positive laiden bedeuten* Man hat daher 
S[g>(x)co^x §inhs] 
== a2{a^co^x nVap) + bS(ae9co$^x rin^x) + .... + gS(a^co$^x »in*«) 
und hier sind die auf der rechten Seite postuKrten Summirungen nach 
den vorhin gegebenen Andeutungen ausführbar, wenn auch die wirk- 
liche Aufstellung der völlig entwidielten Ausdrücke oft noch ziemlich 
weiüäufige Rechnungen erfordert, die jedoch keinerlei Sdiwierigkeiten 
darbieten. . . 

Hiermit haben wir das Ende der Reihe von Funktionen erreicht, 
-snicfae sich in völlig geschlossener Form integriren lassen; zvrar wird 
jnan bei ganz speziellen Funktionen hie und da durch ein^i besonde- 
ren Kunstgriff, den die Individualität der Funktion an die Hand giebt, 
noch die eine oder andere Integration eraiögiichen, allgemeine Regeln 
aber für andere als die bisherigen Funktionen giebt es nicht mehr, 
wenn man die endlichen Integrale in abgeschlossenen Ausdrücken dar- 
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gestellt wissen will. Verzichtet man jedoch auf diese Bedingung, so 
läset sich eine nicht geringe Anzahl von Hülfismittein zor endlidien 
Integration auffinden, welche eine beliebig grosse Annäherung an das 
gesuchte Integral gestatten. Bevor wir aber diese Untersuchungen er- 
öffnen ,~ wollen wir erst die vielfochen Summen beträchten. 

§. 8. 
Bl« Tielfoelieii ettdlichen laiefrale« 

Der Uebergang von einer Funktion q>{x) zu ihr^' endlichen In- 
tegrale ist, rein analytisch betrachtet, nichts Anderes als eine Operation, 
mittelst deren man von einer gegebenen Funktion zu einer zweiten Funk- 
tion fortschreitet. Man kann daher auch diese zweite Funktion als 
eine ursprünglidi gegebene ansehen und auf sie wieder dieselbe Ope- 
ratioB anwenden, wodurch man auf eine dritte Funktion kommt, von 
dieser geht man auf dieselbe Weise zu einer vierten weiter und kann 
ubftrbaupt die durch das S angedeutete Operatioa beliebig viehnal nacb 
einander au&tthren. Man erhält so aua 9^«) der Beihe nach die 
Funktionen 

Sqix), :S[:fg)(»)], 2[S[Sq>ix)\], etc. 
welche man kurzer durch 

Sifix), 2<*V(^), :S<»)5p(a?), .... 
beaBeichnet. bt nun z. B. ^f(ß) = q>{x), so hat man umgekehrt 
S^{m) == /(a)> wozu man aber noch eine wtllküiüebe Constante C 
hinzuaeUekt darf, so dass all^meiner 

Sq>{x) = ^(a:) .+ C . 
iat. Ninunt man beiderseits wieder das endüdie Integral, so wird 

oder wenn 2f(x) kurz mit f^ix) bezeichnet wird, 

WO C eine neue willkärliche Constante bedeutet. Hieraus folgt weiter 
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öder für ^A(«) = /»(*)» 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Schlüsse und zugleich das 
Gesetz, nach welchem sich die Ausdrücke rechts bilden; man hat 
nämlich 

1) 2<-)y(ic) = A»-i)(^) + h^^^ + ^«^* + - + ^»-i^ + ^ 
worin A^, A^, ... A^-^ willkürliche Constanten bedeuten. Hätte man 
dagegen bei den successiven endlichen Integrationen keine Rücksiebt 
auf die willkürlichen Constanten genommen, welche man bei jeder 
Integration hinzufügen darf, so würde man der Reihe nach blos 

^'^(fix) = Sf{x) = f,{x) 



A. i. überhaupt i2C*)jp(a?) = /(ii-t)(^) erhalten haben. Vergleidit man 
^iess mit N«. 1), so ergiebt sidi folgende Regel: „Wenn ein viel-, 
faches Integral 200g>(x) ohne RüdLsicht auf willkürliche Constanten ent- 
wickelt worden ist, so geschiebt die Complettirung desselben dadurch, 
4]ass man noch die algebraische Funktion 

A^af^^ + A^/f^^ + .,•. + At^x + An 
Unzusetzt, in welcher A^, ^%p ••- An willkürliche Constantto bedeu- 
ten/' Gewöhniidi schreibt man vbrigens diesen Ausdruck in umge- 
kehrter Ordnung und giebt ihm- dann die etwas elegantere Form 

2) C; + CiX + CjÄ* + .... + CV-na?»-*. 
Wir wollen nun gleich die wichtigsten vielfachen Integrale betrachten, 
denn die Zahl derer, die sich ohne grosse Weitläufigkeiten entwickeln 
lassen, ist sehr gering. 

Für q>{x) = o* hat man folgende Reihe von Gleichungen 

20« = i , g^ 



oCr 
1 



^»v = -4-r-2a' = ^ 
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woraus man segleidi das allgemeine tiesetz ersieht. Es ist Dämlich 

* ^ " (a*-l)« • 
Da hier keine Riicksicht auf die willkürlichen Constanten genommen 
worden ist, so gehört zur Vervollständigung des vielfachen Integrales 
noch der in 2) verzeichnete Ausdruck; also hat man 

3) ' 2(»)a« ='_^_ + c' + C,x +^'.... + Cn^af^'^ 

FOr 9>(aj) =. sinx findet man leicht der Reihe nadi 
2«m > =s — X 2eM€c-|*A) cof(a3-J*) 
-?%>!« = — (2eof0ü4A) leosix-i-h) = ~{awec-|-*)^«H(a7-f-Ä) 
S^^^Hnx = — (2cowc-i*)»:Jttit(i»-|**) = + {2eo$ec^)Ho8(x-'^h) 



und Uer übersieht man ohne Mühe das Gesetz, nach weldiem diese 
Ausdrücke fortgehen; es ist nämlich • 

4) r^WiiJ? = {2cotec^hY$in{x-n ^^* \ 

wobei ebenfalls der Ausdruck 2) mr Vervollständigung hinzuzusetzen ist. 
Fük* q>{x) =s «092r steht die Rechnung ganz ähnlidi io: 
S'cöÄj?s=i + {2co9te\h)9in{x"^h) 
2^^ko8X xr + (2«w«c^A) :?«r«(a?-i-*) = — (2co««c-|-Ä)*<ro«(a7-|-Ä) 
2<»)co«a? == — (2«)s«c-|-*)*:^cd5(a?.^' = — (2co5ee-|-A)*««(Jtr-|-Ä) 



und überhaupt folgt hieraus ohne Rücksidit auf willkürliche Constanten 
5) S^'^hasx = {2eosec-^h)^co8l x-n — ^ — j. 

Die drei * Sp^zialisirungen ^oi^ (p(x) , welche wir so eben betrachtet 
haben, sind die einzigen, in welchen sich ^»>y(a?) völlig ind^endent 
angeben lässt. Man sieht zwar leicht ein, dass es möglich, sein wird, 
auch für andere Werthe von ^(a?), z. B. fp{x) = a?», x^cqs^ etc. jeaes 
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Yielfache Integral zu entwickeiii, indem man suocessiv J9)(«) , 2(*>y(jr), 
S^^^g)(x) etc. berechnet, aber der Calcüi selbst liefert so complizirte 
Ausdrirdce, dass man das aUgerorine Biidungsgesetz derselben nicht 
absehen kann. 

Integratioii dureli Potensenrellieii* 

Befindet sich eine gegebene Funktion q>(s) nicht unter der Zahl 
derer, von welchen wir die Summen bis jetzt kennengelernt haben, so 
ist es nicht mdgiidii ihr endliches Integral in YöHig entwickelter und 
geschlossener Form anzugeben, und man muss in diesem FaUe weoig- 
stens einen Ausdrudc dafür aufzustellen suchen, weicher eine bis auf 
jeden beliebigen Grad der Genauigkeit gdiende Annäherung an dassdbe 
erlaubt. Als nächstes Mittel m diesem Zwecke bietet Mch üe Ver- 
wandlung der gesuchten Summe in eine unendliche convergirende Reihe 
dar, was 8i<^ auf verschiedene Weise ausiiihrea Hsst, je nachdem man 
der Reihe die eine oder andere Form auferlegt. 

1. Der einfachste Fall ist der, in welchem q>(jc) den Bedingun- 
gen genügt, welche zur Anwendung des Mac launn'schen Satzes er- 
forderlich sind *) , so dass man 9>(x) in eine nach aufsteigenden Po- 
tenzen Yon X fortgehende Reihe yerwandelii kann« Findet nun inner- 
halb zweier bestimmten Gränzen Jr = || und jt = ^ die Gleichtng 

1) y(jr) = a + 6^ + er* + ite* + ..-. in inf. 
statt, so erhält man durch beiderseitige Integration sogleich 

und diess gilt dann wieder zwisdien den Gränzen Xss ^^ und x=^* 
Man kann aber auch der Reihe erst eine andere Form geben, ehe 



*) (Jeher diese BediDgangen s. m. des Verf. HandhHcb der Differenxialrech- 
nun« Cap. VllL 



119 

man jedes einzelne Glied derselben iHtegrirL Wendet man nämlich 
die Gleichung 

fn tu ' tn ' 

jpm ^ /jA^^tjr + /|A«-*jr(jr-Ä) + /,A«-»jr(jr-*)0r^2*) + .... 

.... + Ji!i**Jif(jr-»)(dr-2A) .... (s-mUh) 
auf die einzelnen Glieder derselben an , so findet man 
a + bs + cx^ + rfjr' + .... 

= a + bJ^jp + elJ^kx + Jjjr(x-Ä)] 

+ d[Jth\K; + }^hs(s^h) + i,jr(jr-»)(jr-2Ä)] + .... 
d. i, wenn man ordnet 

a + fcr »h ftT* -f <ir» + ejr* + .... 

= a + (»i + c/|* + (Ü|Ä* + ....)jr ^ 

+ (J, + <t/,A + e/,** + ....)Jr(jr-») 

+ ...... 

Hat man auf diese Weise y>(^) a«ü der ursprünglichen Form in die 
folgende 

qp(jr) = a' + 6'jr + c'jrCaf-») 

+ d'jr(jr-*)(jr.2*) + .... 
gebracht, so giebt die beiderseitige endliche Integriition 

3) 2(jp(jr) ^La'j^ + ^4/jp(j.,Ä) 

+ '^J0'J^-K)(s-2h) + .... 

Die Coeffizienten a^ 6^ e^ ••.. sind hier <mit Ausnahme dess ersten, 
der = a ist) selbst uneitdlic|ie Rieihea, lassen sich aber summiren, 
sobald die numerischen Werthe von h und a, b, c, .... gegeben sind. 
U. Wenn eine Funktion, sich nicht in eine nach aufsteigenden 
Potenzen ihrer Variabelen fortschreitende Reihe entwickehi lässt, wie 

wie z. B. // 1-1 — }, so glückt es doch häufig, sie in eine nach ab- 
steigenden Potenzen dieser Veränderlichen fortgehende Reihe zu ver- 
wanden, so dass man in diesem Fdle ^ 
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4) 9)(x) = a + -^ + -^ + -^ + .... 

setzen darf, wenigstens innerhalb gewisser für x geltender Gränzen. 
Eine solche Reihe lässt sich aber «tets in eine andere von der Form 

q>{x) = ft' + — + -^^^^ + a?(x+AH*+2A) "^ •- 
verwandeln, wovon man jedes einzelne Glied auf der rechten Seite, 
mit Ausnahme des ersten, leicht integriren kann. Es giebt nämlich 
für jedes h> a folgende Formel *) 
» _j^ a . a(a+D , a(a+l)(a+2) ^ 



b-a ' 6+1 ' (6+l)(6+2) ' (5+l)(»+2K6+3> 

und aus dieser folgt, wenn nach beiderseitiger Divkioa mit h die Sub- 
stitutionen a^^Uf (=:2;-f-n vorgenommen werden 

z z^n ^ {z+n)(z+n+l) ^ («+n)(«+ !)(«+«+ 2) ^ "" 

Hier dividiren wir beiderseits mit «(Ä-f-l)(*+^ — • («*Hi-l), was 
wir kurz mit 2^(9) bezeichnen. wollen; .es wird dann 

5) -J_ = _L_+-JL,4.J!i!!±lL + .... 

».«(») Ä(n-Irt) «(»+J) *(»+a) 

für 2 = 1 hat man sehr einfach 

^ = -^ + -^ + -^ + -^ + .... 

«* «(») Ä(«) «(4) . .«(ö) . 

und durch Division mit z, 

1 1 . 1 . 2 6. 



Ä* *.«(2) «-«(3) *-*(4) *-«t5) 

und hier kann man auf der rechte Seite die Formel 5) auf jedes 
^nzelne Glied anwenden, wodurch man Folgendes erhält: 

J- = JL4. A. + _6_ 4. ü . 



+ P- + 



+ i2.4. 

,+ 21-1- + A.+. 



*) M. s. d. Verf. Handbacb der Oi0ereMi«tr«chani«. & SM l«tfi^ Formel. 



Ul 

oder wenn man Alles vereinigt, was sich vereinigen lässt, 
1^1 .3 . 11 , 50 

Dividirt man beiderseits wieder mit m, so kann «an die Formel 5) 
von Neuem jauf jedes einzelae Glied rechts anwenden, uad findet so 
1 1 , 6 , 35 . 225 , 

«* «(4) «fo) «(6) *.l) 

Man übersieht leicht, wie sich dieses Verfahren fortsetzen lässt; hat 
man überhaupt 

m m m m • 

» - *(■») *{»+i) *(<"+») »(p+t) 
so dividire man beiderseits mit s und zerlege rechts jedes 6|ied mit 
Hülfe der Formel 5); man findet dann sogleich 

_J " I ,1 . m , m(m-fl) , ^ 

.. :. . • ^, ^+ •,•;._•• ^ 

oder djurch Vereinigung der Glieder mit denselben Fakultäten 

^ _, ^» \ ^i U- .^» 1 

^ *«** *(«+!) • ^ iS«+«) ^ *Cm+3) ^ ••" 

hierbei ist 

«4-1 ■ « 

*• = *• 

m^-l mm 

JT, = i«(m+l)Xi + (m+l)jr, + jr, 

m+1 m m mm 

Jfj = »i(m+l)(m+2)Jire + (m+l)(m+2)jrj + {m+2)K^ + Ä, 



Man kann dafür aucii schreiben 

m+l m 

A0 = JTg 

m4-l m+l m 



122 



m+1 m^i "» 

etc. 
überiiaept wen» p eine ganze positiv ZaH bedeutet 

7) iTp+j = im+p)Kp + JTp+j. 
Da für m = 2 die CoeflSzientea schon bduinnt sind , i^ämlicfa 



a 

*• 



1. 1, 



und ausserdem JS!^ a 1^ = 1 ist, so giebt die Fermel 7) nach ein- 
ander die CoefBaenten 

i i K k 

daraus leitet man dann f ur m = 3 und mittelst der Bemerkung , dass 
JiT^ = X^ s 1 ist, die Goellizienten 

4 4 4 4 

auf dieselbe Weise ab u. s. w. Diess giebi folgende Tabelle 



m =» 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


Ä,= 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


K, = 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


Jf. = 


2 


11 


35 


85 


175 


322 


Ä. - 


6 


50 


225 


735 


1960 


4536 


Ä4 = 


24 


274 


1624 


6760 


22449 




Äs = 


120 


1764 


13132 


67284 


• • • 




ir.= 


720 


13068 


105056 


• • • 






*t = 


. 5040 


109584 


• • • 


• • • 


• • . 




jr, = 


40320 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • 





Die hier verzeichneten CoeflGzienten stehen übrigens in einer nahen 
Beziehung zu den sogenannten Fakultätencoeffizienten , d. h. zu den 
Constanten der Gleidiung 

tt(ii+l)(ii+2) ... (M+j-l) = b,u + b^u^ + ... + Cfi^. 
Multiplizirt man nämlich mit u -f- { beiderseits) so ist 



US 

i*(t*+l)(ii+2) •... (u+j) « qC,u + (A + ^iW 

und wenn man diess mit dem vergleicht, was aus der urspräDgiicfaen 
Gleichung wird , sobald man 9 -f* 1 an die Stelle von q treten lisst, ■ 
so findet man leicht , dass für jedes ganze positive fi die Relation 

statt findet. Setzt man in einer neuen Bezeichnung 

SO geht die vorige Gleidinng in die folgende ober: 

aus welcher man durch die Substitution 9 = n 4~ P tmd Vergleichung 
mit 7) die IdentitHt von H und K erkennt. Die nunmehrige Bezeichnung 

giebt z. iß. fmr { = 3, n = 1, 2, ä, der Reihe nach C^ = K^, C^ 

= K^, C^^mK^ und durch Vergleichung mit der Tabelle ersieht man 
hieraus, dass die letztere nichts Anderes enthält als die Fakultäten- 
koefBzienten in diagonaler Stellung. 

•ZT 

Han substituire nun in die Gleidiung 6) -^ für «, so erhält 
man vermöge der Bedeutung von %(m)y «(m+j) etc. nach beiderseitiger 
Division mit h^ 

8)1-^- -L =- + . ^'^ 



jr(jr+A)(x4- 2A) ••• (-äP+m+l*) ^ ** * 
wo es nun leicht ist, jedes Glied auf der rechten Seite zu integriren, 
sobald^ m die Einheit übersteigt. Man gelangt so zu der Formel 
1 ^ ^ 



^ (m-l)Ä ar(jr+Ä)(x+2*) ... (jr+iit.2A) 

m 

1 ^i 



x{x-\-kXx+^) ... (x+m-lA) 



IM 

m 

1 Kji 



m+V a?CJr4-Ä)(a?4-2A) ... (x-\-mh) 



Handelt es sich überhaupt allgemeiner um die endliche Integration einer 
Reihe von der unter No. 4) angegebenen Form , so verwandele man 
zunächst jedes einzelne Glied derselben nach Formel 8) in eine unend- 
liche Reihe; man erhält dann ohne Schwierigkeit: 

2yA» + 3d* + e 



+ 



*^a?+A)(» t2A)(ar-f 3A) 
6yA»+lldA'-tr66A+{: 



x(a?4-A)(x+2A)(jr-i.3A)(«-HA) ' 
und non giebt die beiderseitige endliche Integration 

10) s<pix) = «x + ^:?1 - ix _ 1 y»+« 

3A a?(jr+A)(x+2*) 

4A " jr(Jr+AXJr+2A)(a?+3*) "" 

und mittelst dieser Formel ist das Integral auf 2" — zurückgeführt. 

Nach der vorhin gemachten Remerkung über den Zusammenhang der 
mit JiT b^eicbneten Zahlen und der Fakultätenkoeffiziepten kann man 
jetzt leicht das allgemeine Glied unserer Reihe angeben. Dasselbe ist 
nämlich 

nh a?(jr+Ä)(a;+2A) ... (j7+n.-lA) 

und somit die Aufgabe in aller Vollständigkeit gelöst. 
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Inteifration durch donlomeirltfebe Reihen« 

Man kann mit Hülfe der Integralrechnung sehr leicht nachwei- 
sen, dass jede Funktion (p{x) sich in Reihen verwandeln lässt, weUbe 
nach den Cosinus oder Sinus der Vielfachen von s. fortschreiten, ^ss 
man also ebensowohl 

1) y(a?) =Ä -^-fl^ + äiC08x + a^tosix + OiCesix + .... 
als auch 

2) g>(x) = h^sinx + h^sinZx + b^sinix + .... 

setzen darf. Die erste Gleichung gilt fär n ^ x >0 und in ihr ist 

2 /^^ "^ ^^ 

3) «» =» — / q>(x)eo$nxix; 



2 /^^ 



die zweite dagegen besteht nur iur a^x^^ und in ihr werdea die 
Goeifidenten nüttel^t der Formel , 

4) ft« =s — / (ff(x)$innxdx 



2 .r'" 



bestimmt *). Aus den Gleiebungen i) und 2) erhitt- man nun ^gleich 
durch beiderseitige endliche Integration . 

*) Weoo erst die Möglichkeit einer Reihenverwandloog nach den Schematen 1) 
oder 2) nachgewiesen ist ond die Grflnzeii besUmmt sind, innerhalb welcher diese 
Verwandlung gilt, so hat die Ermittelung der Werthe fon 0« und bn keine Schwie- 
rigkeit. Mnltiplizirt man nämlich die erste Gleichung mit 2 co$ nx und zerlegt rechts 
jedes doppelte Cosinusprodukt in eine Cosinussamme, so i§t- 

2q>{x)co$nx = Of^ cot nx + aj [co« (n-l)ap + eot(n+l)x] 
+ a^[eos{n-2)x + eo$(n+2)x] 

+ 

+ <in-^[cosx + co#(2ii-l)a?] 

+ an[l + co$2nx] 

+ an^[co8X + eos{2n+l)x] 

+ ". . 

Bemerkt man, dass überhaupt für jedes ganze positive von Null Terslßbiedene m 



/• 



cotmxdx.^!sz 
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5) S^ix) = ^«,_ + «. -^V^ + «, 2^^^ 

' . »i»8(g-H) 

«) 2^(0.) = - *.-2i^-p **-25S#— 

und man kann also das gesuchte endliche Integral immer auf diese 
Weise entwickeln, wenn im ersten Falle x die Gränzen und ti nicht 
überschreitet, und im zweiten innerhalb derselben bleiM- Man hat 
übrigens nicht immer nöthig, die Coeffizient^ o» und i« mittelst der 
Formeln 3) und 4) zu bestimmen, denn sehr hiufig gelangt man da- 
durch zti Gleichungen von den Formen 1) und 2), dass man in einer 
nach au&teigenden Potenzen einer Yariabelen s fortgehenden Reihe die 
Substitution z =s r(eo$x + V-T smo?) Yomimmt und darauf die reellen 
und imaginären Partieen beiderseits yergleicht. 

Setzt man z. B. in der für acht gebrochene x geltenden Gleictwiig 
1(1+«)^ z — ±-»^ + -J.,1 - .... 
% s= eosx + V-TitHo; und berücksichtigt, dass hierdurch 
1 + « = 2eo8'j-^{co$-^x + ^-Ttin-^x) 

mithin 

1(1 +z) = K^cosi-x) + -J-a?V^ 
wird , so ist jetzt 

l(2co8i-x) + i-x^ 



ist, so fahrt die Multiplikation der vorigen Gleichung mit dx und Integration zwischen 
den Gr&nzen o; = und d? = TT zu dem einfachen Resultate 

2 / g)(«)co<iurilx ^x a^ i l.d« = fh^ 



c/o *>^0 



'0 

woraus die Formel 2) sogleich folgt Auf ihnlich» Weise gelangt man zur Bestim- 
mnng von hn- Genauere Untersuchungen ftber diese interessanten Reihen geben dei 
Verf. „Analytische Studien, zweite Abtheiiung/* 
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=s ieosx + ^iinx) — '^(co82x + ^iinisf) + ..•. 
und mithin durch Vergleichung der reellen und imagindren Bestand- 
tbeile: 

6) l(2eoi-^x) = eo$x — -^cosix + -^eos^x — ..•. 

7) -j-a? asr $inx — -3-111120; + -J-ftnSa? — .... 

und von diesen Gleichungen gilt nach den gemachten Bemerkungen die 
erste für n^x^Q, die zweiie filr ^ > « > 0. Sdifflibt man in 
der ersten 2a? für x^ so ist unter der Bedingimg tt ^ 2x ^ 0, d. h. 

-^Tt^X^Q, 

8) Icosjp = — 12 + eo82x — -^cosij^ + -^cosßx — .... 
und tiiersnii erUUt man sogleich dw^h endliche Inle^ation 

9) Slcosx = - 12. j- + -^^ -^ 2«m2* 

^ stit8(2g>*) _ 

Setzt man in 8) -|-^ — x m die Stelle von x, so wird 

10) liinx = — 12 — eo82x — -^cosix — -^eo86x — .... 
wobei die Bedingung -^n^ -^n — ä ^ , d. h. -J-tt ^x^Ü er- 
füllt seiA muss. Man findet jetzt 

U) .SJ^na: - - "y 2i^^^^ ^ 2sin2k 

* 2«t>iSA ~- 
Die Differenz der Gleichungen 0) und 11) ist 

,«v ^, «ii(2jr.Ä) , 1 «m3(2a?-A) , ^ «»5(2a?-A) ^ 

12) ^'^^^^ = sink + ^ sm8A + ^ sm5A "^ ^ 

und dieselbe Reihe mit negativen Vorzeichen giebt 2ltanx. 

Ein zweites Beispiel für diese Integrationsmethode möge die 

Funktion — Jiefern, welche in die Reihe 2) verwandelt werden möge. 

Es ist dann 

tinns 



2_ / tin% 



_ dx 

oder wenn man atiinjr in die bekannte Reihe entwidtek und jod^ 
einzelne Glied integrirt 
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. _ 2 fx nn 1 (wt)* 1 (iwr)' 1 

*• ~ IT F "I "^ 1.2.3 ^ ■»" 1.2„.5 "J 

Bezeichnet man, wie es in neuerer Zeit gewöhnlich geworden ist, die 

transscendente FunlUion 




+ i 



r^ ^ . » 1.2.3 ^^1.2 ...3 

mit Si(u) [Integralsinus Ton ti], so hat man sehr einfach 

2 

bn = — St(nn) 

und jetzt ergiebt sich leicht für tt >• jt > 

n 1 
13) -^ -^ = Si{7i) mx + S%(2n) «t» 2x + Si{%n) «tu 8« + .... 

und mithin durch Integration 

wonach sich, sobald die hinzuzufügende willkürliche Cpnstante einen 
bestimmten Werth erhält, 2 — leicht berechnen lassen wQrile. 

Wählt man die Funktion ip{x) so, dass sich ihr endliches Inte- 
gral unmittelbar angeben lässt, so gelangt man durch Vergleichung der 
beiden, auf verschiedenen Wegen erhaltenen Resultate zu einer neuen 
der Theorie der Reihen angehörigen Formel. So ist z. B. für tt ^x >0 
nach 7) 

-^x = 9inx — •|-sm2x -|- -j-iinix — .... 
\{n'X) = 9inx + \^n2x -f- \sinix -^ •... 
wobei man die zweite Formel aus der ersten erhält, wenn man n—x 
an die Stelle von x treten lässt. Die halbe Summe ^feser Gleichun- 
gen ist 

-l-TT = -^-sinx H- -|-stfi3x + \9inix + ...• 
^ > 0? > 0. 
Unter Zusats emer willküriichen Gonstante giebt hier die beiderseitige 
endliche Integration 



^„_ + C= _T— g-^-^ -J- -^^^ ... 

Um die Constante zu bestimmen nehmen wir Itür x einen solchen Wertb, 
dass die Summe der rechts stehenden Reihe unmittelbar bdiannt ist. 
Hierzu empfiehlt sich die SpeziaUsirung x =s -I-tt + "i^ > ^^ '^ dann 
unter der Bedingung 

^>-5-^ + "r*>0d.i. ;r>»> — ^ 

-^ii-^ + ^h) + C=. 

und wenn man die vorige Gleidiung von dieser abzieht, so ist der 
doppelte Rest 

---(-h^ + ^h-x) 

und diese Gleichung gilt nur unter der' doppeken Bedingung 

Nimmt man xr^u-{-v,>htss2v, so wird eleganter 

/tt ,, X 1 eosu , . cos du , , c086h , 

( TT > II + t> > 0, 4"^ > «> >. — "i"^. 

Für uasQ, u =r f? erhält man hieraus die Spezialisirungen 

jg riT" '^ -^««««co + -|-coäw 3t? + -^cosecS» + .... 
I i;ft >v >0 

j -J-n: > ü > 0. 

Eine etwas verwickeltere Ausführung desselben GedailkeBS ist die fol- 
gende. Mittelst der Formehi 1) und 3) findet man leicht die GleidMiiig 
iftv ^ g ^ + e-^ .1 rco<a? ^^ rco<2ag 

^ö> 2 7^— e-^^ *** 2r ~ r»+P '^ r>+2» 
worin r eine constante Grösse und e die Grundzahl der natOrikken 
Logarithmen bezeichnet. Hier ^giebt die beiders^siUge endüdie Inte- 
gration 

9 
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n 1 ( e~ . «-»• 



b^ + ^^i + ^ 



2 e»-^— e 
wa(ur man besser schreiben kann 






%Z 



X r <tit(a?— ^A) r <m2(a?-i 

^ rÄ r^ + P «n-l-A "^ r» + 2> sin\h 

Die GräQzen für die Gültigkeit dieser Gleichung sind leicht zu be- 
stimmen. Die Formel 18) gilt nämlich von x ss bis o; = ;ri 
da aber die linke und rechte Seite derselben gleichzeitig die Eigen- 
schaft ff{ — X) = 9)(ar) besitzen, so gilt die Formel weiter noch von 
o; = 6ts a? = T- ^, also unter der Bedingung ^ ;^ * ^ — ^• 
Dies ist nun zugleich die Bedingung für das Bestehen der Gleichung 
19). Um in ihr die Cottstante C zu bestimmen , seUen wir x s= \\ 
es wird dann 

und. wenn wir di^ Gleichung yon ihrer Vorgingerin abziehen, SjO bleibt 



- JL r^ lACs _ ^" ^ tn(ar-l.A) 



»• 



"*" r^ + 2» %in\h\ 

7t ^x ^ — n, n >^-^ > — * n. 
Für X = w + v , A = 2ü wird Jiieraus 

20) 2 ^-^ 

— JL ü _ ^ ^'>m . r $in 2u r sin 3ti 

^ 2r u r« + 1* 5m t? ^ r*i+ 2^ üöT^ r^ + 3* sinZv 

• » . ' . i • . .' I '■"■'. "j ' .••••• • 

^ \^ w + «^ ^ — ^» ^ ^ "^ ^ — ^ 
wovon sich leicht wieder Specialisirungen ableiten lassen. 
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§. tu 

. Integratloii durch baHieonverg^iite Rellieii« 

Bei weitem das ausgezeichnetste Mittel zur Ausführung endlicher 
Integrationen bieten die Formeln dar, welche wii* im §. 12. der Dif- 
ferenzenrechnung entwickelt haben und es bedarf kaum mehr als ei- 
ner etwas anderen Schreibweise, um sie sogleich zu dem angedeuteten 
Zwecke benutzen zu können. So ist zunächst für 1>>A^0 



(-D^B^n-zh^^^ 



xlxr^/'^(-) + - 



A/(*^^(a:) 



•■ ^ 1.2. 3. ,.(«»— 2; 

und 4i^se Formel gilt für jed« Function f(t) , wenn diese selbst und 
die von ihr vorkommenden Diffbrenzialquotienten innerhalb des Inter- 
ralles i = x his t = x + h stetig und endlich bleiben. Setzen 
wir nuii Af(x) «=: xp(x), so ist 

ferner folgt dnrcb Diffferenziatitm ron A/t«) i= ipix), 
^f(x) = rff'ix), Af"(x) — rp'Xx). etc. 
und mithin geht die obige Formel in die folgende ober 

h:Sxp'{x) + C = V;(«) — -J-AV'(«) + -y^ V"(«) — 



¥^ v^(^) + 



1.2.3.4 



•) Wmd niinliek f{i>>) <= S>p(x) lU, m hat naa . 

d ~ d ~ d 

mtd hieran» ergiej^t sich dorch Uebergtoig tnr GfAnifr für oMndlieh abneiimettd« .6 

fix) = Sip'ix) 
\¥a» nut 4tr ohigen Behatqrtnng iülieceiBstimmu 



(-D'Jt^a**-' 



ist 

.(2»0 



•• ' 1.2.3. ..(2i»-2) 

Nehmen wir eDdiich ^'(o?) = 9>(ir)> so wird 

i/;{a?) = I €p(x)dx 

femer i^"(jr) = y'C^), V/'^'Cx) = y'^^*') «tc. und sq gelangen wir 
zu der Summenformel 



^^^^^-^^'^ 



T^Ä ^"'^^' + 



+ 1.2.3. ..(2n) -^?>^*'^(*+^)- 
Will man die Unbestimmtheit , welche in der wiUkährlichen Con- 
stante liegt, wegschaffen, so braucht man nur den^ s irgead zwei 
specielle lYerthe etwa s = a und or = i zu ertheilen und Yon den 
beiden so entstehenden Gleichungen die Differenz %n nehmen. Um 
diese Differenz kurz ausdrücken zu können, erinnern wir zunächst an 
die Weise, wie man das bestimmte Integral aus dem unbestimmten 
Integrale ableiten kann. Findet nämlich eine Gleichung von der Form 



ß 



q>(x)dx = <D(a?) + Const. 



statt und sind die Funktionen q>(x) nnd 0(x) innerhalb des Interval- 
les 0^ = a bis x = 6 endlich und stetig, so hat bekanntlich die 
Differenz 0(h) — <Z>(a) einen bestimmten und unzweideutigen Werth 
und man kann unter diesen Voraussetzungen die Gleichung 

q>{x)dx = <D(6) — a)(o) 



y. 



als Definition des (unendlichen) bestimmten Ißtegrsdeii ansehen. Eine 
ganz analoge Bezeichnung wollen wir für das endliche bestimmte In- 
tegral oder die bestimmte Summe einführen, indem wir, wenn 



in 

ist, die Gleichung 

2) Sip{x) = m - A«) 

aufstellen, worin die rechte Seite die Definition des auf d^r linken 
Seite stehenden Symboles ' enthält. Nach diesen Bemeritungen: folgt 
aus Nr. 1) 

+ 1.2.3. ..(2») y ^' + ^^- 

In dem Falle wo die Differenz h von x ein aliquoter Theil von 
b — a ist, lässt sich dieser Ausdruck noch etwas yereinfachen. Be- 

b-a 
zeichnen wir nämlich mit «i eine ganze positive Zahl und ist = h 

also 6=0-1* ^» so ^^^fS^ ^us Formel 3) in § 1 

m-M == 9ia) -f 9)(a + *) + y(« + 2A) + ... + g>(a + «TT*) 

d. i. gemäss der in Nr. 2) aufgestellten Bezeichnungsweise 

4) 2q>(x) = (p(a) + g>{a + Ä) + y(fl + 2A) + • • • + g>(a+^lh). 

a 

Substituiren wir fQr jedes Glied rechts das Maximum, welches die 
Funktion q>{x) während des Intervalles a; = a bis jr = 6 annimmt^ 
und nennen M dieses Maximum, so ist offenbar 

* * 6-a 

Sq>(x) < mM d. i. Sq>{x) < M. 

a o a 

Nennen wir ebenso M^« das numerische Maximum, wdches ^^K^y 
innerhalb des Intenralles jp ^ a hiM x ^ b erreicht,, «o gili ga(i& 
ähnlich die Gleichung 

und man kann demnach, mit x einen ächten nruch bezeichnend, 

setzen. Nach diesen Erörterungen nimmt die Formel 3) die folgende 
Gestalt an 



IM 

5) h Sq>{x) = / (p(x)dx — ^h[<p(b) — 9>(«)] 

a 



■ + 



(— l«Ä,,^fc»»-» 



1.2::'.^-2) [y<"-'>(»-y^*'-'>(«)]± 



''''"^*'" (6-«)lf,.. 



1.2... (2») 

Man kann leicht zu ähnlichen Formeln gelangen, welche nur durch 
die Ausdrnduwdse des Reste» differiren, sobald inan ganz dieselben 
Substitutionen mit den äbrigen Formeln des § 12. vornimmt. Ans 
der Gleichung 

hnx) ^ Af{jr) - -^hAf'ix) + |t^ Af'ix) 

worin 1>A>>0 und fit) eine Funktion ist, welche nebst ihren 
(2n -)- 1) ersten Differenzialquotienten innerhalb des Intervalles t = s 
bis < = a; 4" * endlich und stetig und von welcher der (2n 4-1)** 
Differentialquotient innerhalb der Gränzen sein Vorzeidien nicht än- 
dert, leitet man so unmittelbar die folgende ab 

6) hStpix) = f(p(x)dx — \h[<p(b) — 9&(o)] 

+ (-1)»+'^ ^ yS^ [9)CX-.)(6)-y(«-i)(«)] 
und diese Formel besteht nur so lange als /t^+'KO d. k. 
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innerhalb der G]:jiii2en r ^ a bis r = & sein Vorzeichen nicht än- 
dert und die Funktionen q>(i), g>Xt)... qi^^^Q) während desselben 
Intenralles endlicb und stetig bleiben. Wenn (-a ein Vielfaches von 
h ist, so hat man 

^2(p^'^\t) = (p^^Xa) + q>(^Ha + A) + 9<^>(a + 2A) + 

und mithin findet die erste jener Bedingungen statt, wenn g>^^\t) 
selbst von t = a bis t os b immer dasselbe Vorzeichen behält. 
Fügt man zur rechten Seite der Gleichung 6) noch den Ausdruck 

- '''i'.T:^r LV-w-y-H.)] 

so ergiebt sich unter denselben Bedingungen wie vorhin 
7) h^<p{x) = I <pir)dx — \h[q){b)-q){ay\ 

+ (-1)-' i^|£i - 1| rteS) [^"-"<*>-'^^"-»(->] 

wor»is man erkennt, dass der absolute Werth des Restes weniger 
beträgt, als. das zuletzt in Rechnung gebrachte Glied der Reihe. 

Endlich kann man aus den Formeln 12) und 13) des §. 13. noch 
die folgenden Resultate ableiten. V^Tenn die beiden Summen 

8) i'yt*">(0 und :SyC*»+2)(0 

innerhalb des Intervalles a bis ( ihre jedesmaligen Vorzeichen nicht 
ändern, so ist in dem Falle, wo beide gleiche Vorzeichen haben: 
h /"'* 
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und in dem Falle, wo jene Vorzeichen einander entgegengesetzt sind 
10) hS(p{x) t= / y>(x)dx--yi[tpH).g,(a)] 

hierbei bezeichnet A immer eine zwischen und 1 liegende Grösse. 

Beispiele bu den Theoreneii des Torli^eii P»r»8r»pheB. 

I. Eine der einfachsten Substitutionen, welche man in den For- 
meln des vorigen Paragraphen treffen kann, ist q>{x) = of'^ wo jteeine 
wesentlich positive Grösse bedeuten möge. Die Formel 1) giebt dann 
unter Anwendung der bekannten Bezeiohnungsweise der Binomial- 
koefSzienten 

Nehmen wir spezieller fi als ganze positive Zahl an und setzen, was 
offenbar erlaubt ist 2ii>>ju, so wird das letzte Glied (der Rest der 
Reihe) gleich Null und man braucht in diesem Falle die Reihe nur so- 
weit fortzusetzen bis sie von selbst abbridit Man hat dann 



4- ■i//4Ä,ÄV*-»-biAÄ**'^ + 
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was mit #r isduklorisch gefundenen Formel 2) in § 4. überein- 
stimmt. Setzt man einfach ^ = 1 und subtrahirt daqenige von ein- 
ander, was f Ar JT = und x » 6 aus dieser Gleidwg heryorgeht, 
80 wird weiter 

b IM^i 

+ iA^fftA»W*-*-l/uAA*6^« + 

und wenn 6 ein Vielfaches von k d. h. eine ganie positive Zahl ist, 
so kann man die linke Seite nach Formel 4) im vorigen Paragraphen 
entwickeln; dieselbe ist ^ 

l^ + 2^-t-3^ + + («.iy* 

auf der rechten Seite dagegen wOrde man ftssO-f-mAsmAzu 
setzen haben. Schreibt man endlidi p für m und addirt beiderseits 
i»^, so erhalt dann die vielfach gebrauchte Formel 
1) 1^ + 2^ + 8/^ + +pA^ 

II. Es sei ferner q>(t) = — so ist unter der Voraussetzung, 
dass 2g>^^*Xt) = 1.2.. (2n) ^ -^^^ innerhalb des InlervaUes I == a 

a a t^^ 

bis t :bs b continuirlich und endlich bleibt nach Formel (7) des von 
gen Paragraphen 

4T-'(4-)-i*[l4] 

- ^».»tF-?] + +''»*[f4]* - 

wobei der acht gebrochene Ausdruck 

, 2^-1 , 

^ 2*^« — 1 = p 

gesetzt worden ist. Von dieser allgemeinen Formel ist ein Fall von 
spedellem Interesse, nämlich wenn a £= 1 und A sc L Dann macht 
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nSmlicb fr — a iramelr ein Yielbdies ron h ans^ sdbaki b rine po- 
sitiye ganze Zahl bedeutet; dieselbe kt b ^sr a *{- mk :i=^ 1 -^ m; 
ferner wd [elsl 

1 1 1. 1 , I 1 

woraus man erkennt , dass die Formel 1) in diesem Falle für jedes 
beliebige posÄUve b ^xz m -{- 1 in Anspruch genommen werden daff. 
Man hat nun 

1 -L 1 4. 1 4_ 1 _U 4. 1 

1 "^ 2 "♦"T'tT"^ ■•• "*"m 

- + "äT^^^Lm-hi,*- ' i>J + ^r**^^l («4- !)*• - 1*"} 

Löst man die einzelnen Klammern auf der redtten Seite auf, setzt 
die von m unabhftngige Summe 

14.1*1 ^ 4 I (-1)"-' n 1 . 

-1)*-') B ^ 1 

s^ K und schreibt 2u besserer UntersGheid«ng p lür m, so wird 
2)l- + l-+l- + ....+-l 

= ^ + ^^^ + *> -2(^-^».WÄ + ^'' W- ••• 
(-1)» 1 (-1)» 



2n ^»~' (p-Hl)** ^ 2» *—• (p+l)**' 
Der Betrag der noch unbekannten Zahl K llsst sich auf folgende Weise 
ausmitteln. Hau schreibe die Gleicbung 2> in der Form 



1» 



4- Bl: » 1 4. (-1)" n Q 

und gehe zur Grioze fOr unendlich wachsende p Ober, so wird 
3) Un^^ + ^ ^. ... + -l-itp-fD] = K. 

Dass nun in der That die links angezeigte Um. einen bestimmten an 
gebbaren Werth hat und nicht etwa wie Um sinp eine ganz unbe- 
stimmte Grösse ist, sieht man auf folgende Weise ein. Es sei 

so ist offenbar für unendlich wachsende j = p -f- i , i^w tff(q) mjj 
dem gesuchten Qränzwerthe identisch. Man hat aber 



T-'('H) 



da aber immer i|l+yj<YScin muss, wegen der bekannten für je- 
des z<^l geltenden Reihe 

so ist die Differenz —-ZI 14-—\ positiv mid mithin tp(q + 1) > 

tlfiq), d, h. die Funktion ipiq) wichst mit q gleichzeitig immer fort 
Dass aber dieses Wachsthum nicht ins ünendiiche gehen könne ^ er^ 
giebt sich so. Es ist immer l{l-f ») > «-- i^« folglich, wenn man 

für z der Reihe nach 4-, -r, .... — r setzt 
^(l) > 1 - 1(1)^ 

fü^ man noch 1 = -f- zu der Sunune dieser Gkichungen, so findet 
man sehr leicht 
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und durch eine einfache Transposiüen 

i-«J + 4-[(i)' + (■!-)» + '^(^Y] 

>i + l + -5- + ... + ^-^ 

d. i. 

V(«) < ^-/2 + ifp + i + + J~i^} 

Um so mehr gilt num offenbar die folgende Ungleichung 

tpiq) < ^-B + i^~ + ^ + ij + ... iHtViA] 

d. i. vermöge des bekannten Werthes der eingeklammerten unend- 
lichen Reihe 

v(i) < i-ß + ^ 

oder 

rpiq) < 0,62931985. 
Hieraus zusammen folgt nun, dass Lim i^(g) « K eine weniger als 
0,62931:985 betragende Zahl ausmachen muss. Setzt man daher für 
f in die Formel 2) eme nur einigiurmassen bedeutende Zahl und be- 
rechnet beide Seiten der Gleichung soweit dies mdglich, so ist man 
sieher einen Näherungswerth für K zu finden« 

Gewöhnlich stellt man die Formel 2) in einer etwas andern Ge- 
stalt dar; die man aus der unsrigen dadurch erhält, dass man erst 

p-1 an die Stelle von p setzt und darnach beiderseits — addirt. Es 

V 
ergiebt sich so 

*) + + -i- + -j- + + ~ 
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für ji =r 10 z. B. ist der Wertb der linken Seite 

2,928968253968253968 . . . 
und wenn man von der Reihe rechts soriel Glieder nimmt, dass ihr, 
Rest am kleinsten wir4, was ffir n =s 11 eintritt, so findet man 

5) K = 0,5772156649015328... 
also K identisch mit denjenigen Constanten, welche in der Reihe für 
den .Integrallogarithmus vorkommt. Für p = 1000 findet man die 
Summe der Reihe 

auf 12 Dezimalstellen genau mittelst der Formel 4) in folgender Redn 
nung 

K == 0,577215 6649015 

-f ^ = 0,000500 0000000 
4P 

Ip =z 6,907755 2789821 

— -T^i-^ =-0,000000 0833333^ 
p 

+ -i^s-T ^ O'OOOOOO 0000000 

and dies giebt als Werlh der gesuchten Summe 

7,485470 8605503 
woraus man ersieht mk welcher Langsamkeit die Summe der Reihe 
IT + 'I' + "I" + ••• *"^ Unendliche w&chst. 

iU. Setzt man q>{x) = -7-, wo /i J> 1 sein soll, in der For- 

mel 7) des vorigen Paragraphen und giebt q dieselbe Bedeutung wie 
im ersten Beispiele, so findet man ohne weiteres 

_i£.v»r-i Li 

* 1 * I 61"+» af+*-i 

+ ^ 17273 '»* l'if^r^ - ^nj - ••• 

<-l)./iOiH- l) 0t+a»-2) j \^r 1 • ■ I - | 



^ (-1)" Mm + 1) — 'V + ai»^2) ^ -.^ r 1 1 - , 

"•■^2»» 1.2.3....(2n-l) "»"-»'• Lr+*^' " a/»+*«-«i 

Nimmt man einfach a = 1, A = 1. und 5 ganz und positiv, so ist 
wie in L i =• m + 1; dabei wollen wir p für m sdireiben und 
rechts die BinomiallioeiBzienten zur Abkürzung benutzen. Es wird dann 

2 +± + ±. + .... + 2. 
1/" a" *" p" 

Bezeichnet man die Summe der von p unabhängigen Glieder der rech- 
ten Seite mit K^ , schreibt ferner p — 1 für f und addirt endlich 

beiderseits — , so gelangt man zu der Formel 

-^4--^ + ^ + ... + -^ 
II» ^ a" 3^ • p/u 

~ V fi-i pf^i ^ * ^ 

Um jK^ zu bestimmen braucht man nur p ins Unendliche wachsen zu 
lassen; es wird dann 

1 1 h . . . t » in f. = K^ 

1/* ^ sy* 3^ ' ^ 

und da die Reihe Unks für ^^1 oon^ei^rt, .so kann man durch di- 
rekte Eerechnung ihre Summen finden. Nach Ujmire's Rechnung ist 
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/* 


^M 


2 


1.64403 40668 482264 


3 


1.20205 60031 505943 


4 


l.T)8232 32337 111382 


5 


1.03602 77551 433700 


6 


1.01734 30610 844401 


7 


1.00834 92773 819227 


•8 


1.00407 73561 970443 


9 


1.00200 83028 260822 


10 


1.00099 45751 278180 


11 


1.00049 41886 041194 


12 


1.00024 60865 533080 


13 


1.00012 27133 475785 


U 


1.00006 12481 350587 


15 


1.00003 05682 363070 


16 


1.00001 52822 594086 


17 


I.OPOOO 76371 976379 


18 


1.00000 38172 932650 



M 


*^ 


10 


1.09000 19082 127166 


20 


1.00000 00539 620330 


21 


1.00000 04769 329868 


22 


1.00000 02384 Ö05027 


23 


l: 00000 OUOa 190260 


24 


1.00000 00596 081891 


25 


1.00000 00298 035035 


26 


1.00000 00140 015548 


27 


1.00000 00074 507118 


28 


1.00000 00037 253340 


29 


1.00000 00018 626507 


30 


1.00000 00009 313274 


31 


1.00000 00004 656620 


32 


1.00000 00002 328312 


33 


1.00000.00001 164155 


34 


1.00000 00000 582077 


35 


l.QOOOO 00000 291038. 



lY. Ein sehr bemerkenswerthes Beispiel bietet endlich noch die 
Bestimmung der Summe 

k 



h 



7 Jt'rf-a;« 
wo k eine coustante Grösse bezeichnet. Man bat nämlicb 

mithin durdi (q-l) malige Differenziation 



Setzt man o = s/-«^ -f- k^ und ^ = Arctan — , so ist* 

x+kyl^^Q(cQS^ + ^^ sin») 
und daraus erhUt man leicht 



^ 



y(,-«)(x) = (.i),-ti.a..(,.i)Ü^ 

oder weil audi QtinS' s= ir ist . 

y(^«)(a;) = (-1)^-'.1.2.8...(H) '*^^'*^. 

fieraehnen wir mil d'^ und ^' dasjenige was aus .-«> ^fd, wenn wir 
m ^sz.b und x =^ a nehmen, so gid>t die Formd 7) in § 11. 

-^B, — p 



+ ^Ä, 



fc«^ 



. (-1)% A*H«fa*'^'»tit2it»'-»tn *«^^* «iw2ity O 



+ Ä • 

wobei der Rest R einen Bruchtheil des letzten Gliedes ansmaciit. 
Nehmen wir & = 1, {! gleich einer ganzen positiven Zahl m, a = 
und setzen das Aggregat aller nur von a und nicht von ( abhängigen 
Glieder = Jf , so wird 

l k k k 

T ■'' "FTP" "*" *»+2» ■•" •••• + *>+(«i-l)» 

j _ «n*d' «jn25^ ^ im«^«n4^^ 
— T"i fi r -r'»« j^i r- 

+ -^ ».«-1 j^ + « 

wo wieder R' einen aliquotem Theil des letzten Reihengliedes aus- 
madtt Um K zu finden, lassen wir m ins Unendliche wachsen und 
haben dann 



^1*1*1 


.. 1« IHf. = Jf + ^ 


k ' *» + P ' *»+Ä» ^ • 
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weil in diesem Falle d-' s Artttm y-^ in. Null übergeht. Die Summe 

der vorstehenden unendlichen Reihe ist aber leicht zu finden, wenn 
man in der bekannten Gleichjung 

1 2u 2u 2u 

u = Ji:;rV-l setzt. Man erhält so 

2" e*^-r^ ■" 2t "*" l* + fc* ^ 2«+** "^ 

und mithin durch Yergleichung mit den Vorigen 

2 ^^.ir*^^ "*" 2|p".2 ^v^^i "^ 2*' 

Substituiren wir dies in das Vorhergehende, schreiben ji für m und & 
für 9^ , so dass also 

& = Aman — und AMen -f- = -5- — «^ 

JP IT A 

ist, so gelangen wir zu der eleganten Formel 
— ft'^i jfi r X^i J4 — ••• 



2n *"^ t*» 

wo der Rest wieder einen aliquoten Theil des letzten Reihengliedes 
auamaoht 

5. 18. 

msresslon ftber die nUienmsaweUe Berecliiuuif 
1»e0tiiiimter Integrale. ^ 



Die Formehi des voiietzten Ptf agraphea sind ausser ihrer Be- 
deutung für die umgekehrte Differenzenrechnung auch noch für die 
Integralrechnung von Wichtigkeit. Da sie nämlich einen Zusammen- 
hang zwischen der bestimmten Summe und dem bestimmten Integrale 

10 
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i /y(j 



Sqf(x) und / q>{x)d» 



angeben , so kann man ebensowohl jene durch dieses ausdrücken , als 
auch umgekehrt das bestimmte Integral mit Hülfe der bestimmten 
Summe berechnen. Dies letztere ist in den Falten Ton Vörtbeily wo 
man die Summe leicht unmittelbar auiBpden kann und in der That 
hat auch diese Bestimmung keine Schwierigkeit, sobald 6-.a ein Viel- 
faches TOM h ausmacht. Nimmt man h as --^^ einigermassen klein, 
so geben ^chon ein paar Anfangsglieder der halbconvergenten Reihe 
eine bedeutende Atelttierung (wie in dem Beispieie fiur 2* — | und man 
kann daher näherungsweis 

» / * 



setzen und hieraus ergiebt sich leicht, weil h ein aliquoter Theil von I 
b-a, also 6 = a + mA ist, ' 



l) / fp{x)dx 



wobei aber Torausgesetzt werden muss> dass ^(Jr), q>Xx) und ^"{x) 
innerhalb des intenralles j: ^ a bis jt = ( stetig und endlich blei- 
ben. — Es ist übrigens sehr leicht, der Gleichung 1) eine geome- 
trische Bedeutung abzugewinnen. Werden nämlich in einer durch die 
Gleichung y = q>{x) characterisirten Cunre*) die den Abscissen x = 
tf und JT =r ft entsprecb^^iHlen Ordinaten oonstrairt, so sohlessen die- 



*> e$ wt Aierbti innicr ein rechtviokliehes Co^rdtnateasytteDi Tor«i«f0seUL 



selben mit der Strecke ( — a der. Absomenarhse .und der Cunre 
selbst eine Flädie ein, deren Grfessä Idurch . > 




ausgedrückt wird, v Thj&ilt man ferner -die iStrecke 6-a in m gleiche 
Theiie und nennt h einen solchen Theil, so kann man jene ^i^llkdie 
leicht in Streifen zerlegen , wenn gian durch den Endpunkt jedes Thei- 
les eine Ordinate legt. Um nun vorerst bei einer noch etwas rohen 
Annäherung stehen zu bleiben , sehen- wir jediMi isolohen Streifen als 
Trapez an und dann giebt die Saaune .ihrer FlicheM einen «pproxi** 
mativen Werth der krumfilinig b,egränzten Flächb. Diese Summe ist: 

l%(a) + tpia + K)] + !%(« + A)+ q>(ä +^2*)] + 

.-. + -!-%((< + m-2A) + g)(u +w-l&)] ^ • 

+ .r|*[5P(a!+w-lÄ> + g>(a + mh)] 
und sie stimmt mit der in No. 1) vorkomAenden ^umme überein. 
Die ausserden) . auf der rediten Seite der Gleichung 1^ befindlichen 
Grössen bilden daher zusammen eine Correktion . um die Annäherung 
weiter zu treiben/ Um die Brauchbarkeit der Formel an einem Bei- 
spiele zu zeigen, wollen wir das lutegral 



f 



l+jr» 



auf die angedeutete Weise berechnen, was zugleich den Grad der Ge- 
naai|^eit der Formel 1) einigermassen erkennen lässt, da der Werth 
des fraglichen Integrales htt' Voraus bäiannt^nad »v-^nrist. Wir 
haben hier a = fr, ( «s 1 und nehmen w a 4 also A as •!■. Die 
auf der rechten Seite von 1)' ia filammern Btetuvde Summe ist jetzt 

ffir q>(^ .». TT**"' '-*■•• '■■■'■ '■ ■■■■',■■■ 

= 0,5 + 0,94117647058 + 0,8 + 0;64 + 0,25 
r= 3,18117647058 j. . 

10» 



im 

und der vieite Theil hiervon beürigt 

0,78279411764. 
Zu dieser Summe von Trapezen ist nun die CorpekUon hinzuzufügen. 
Man findet leicht 

mitbin 

9>«"(J)-9'"(o)=0. 
Der Betrag' d«r Correktioo ist mitlmi 

-f ^p^^2~ • ^ ^ 0,00260416666 
nnd nadi Hmzufügung ders^ken ei^ebt sich der Nah^rungswertb 



/ 



' Ite 



,7 4 ^ 0,7853982843 

welcher von dem wahren Werth -^tt = 0,7853981634 erst in der 
siebenten Decimaistelle diSerirt. 

Man kann der Gleichung 1) leicht noch eine andere Gestalt geben 
wenii man sie zuvörderst in der Form 

I g>(x)dx 

a 

= %(a) + q>(a+h) + ip(a + 2k) -f- .... f y (<, ^-jj^j^^j 

+ Ä(y)[9'"(ft)-<(«)] 

schreibt und darauf q>(x) = V^(^ + 'a'^) ^^^^ Eatwid^elt man 
tpix-^-^h) nach dem Taylorschen Satze und vernachlässigt alle Glie- 
der, welche höhere Potenzen von h enthalten als die vierte, so treten 
folgende Substitutionen ein , . 



II» 



+ ^■2/ lT2:3"*"\ 2/ 1.2.3.4 
I g>(x)dx = /i^4r)(te +y ^ ^^ + ^ y) r72 

+ (t) 172.3" ' "^ \T| 1.2.3.4 

, / i^ \*tlf"'(h)-x lf"'(a) 

"^ySJ 1.2.3 

-■s- (4)' [«»'(*) -«»'H 

~^TJ 1.2 

Ausserdem geht die Summe 

9(0) + 9(«+*) + q>{ä + 2k) + .., + 9)(a + «^-l*) 

in , - 

(2m-l \ 
«+-2-*) 

üben Nach yereiniguiig allerCaidder mit gleidien Potenzen, von * er- 
hält nao jetzt . 

2) /^x)das 
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Auch hier ist die.gcioiiietrisdie BecNulur^ .eine sehr einfache; zerlegt 
man nämlich die ' dnr6h das bestimmte ' Integral linker Hand ausge- 
drückte Flieh« nieder in Streifen wie laorhin und si^ht jeden Streifen 

als ein Rechteck an, welches -^^ = h zur Basis und die in der 

ffi 

Mitte der Grundlioie errichtete Ordinate zur Höhe hat, so giebt die 

Rechtecksumme 

einen Näherungswerth für unsere Fläche. Da nun die genannte Redit- 
eckssumme auch in der Formel 2) vorkommt, so ersieht man, dass 
die letztere auf ähniicbe Weise durdi Rechtecke wie die Formel 1) 
durch Trapeze die Annäherung bewerkstelligt. Nehmen wir beispiel- 
weis wie Torhin « = , 6 ^ss 1 , «i p 4 

so wird h = -^ und die rethte Seite der Gleidiani 2)' geht über in 

65 ■*■ 78 "*" 89 ■ tu 16.24 ' " 

oder 

0,24616 38461 5 .. , , 

0.21917 80821 9 

0,17977 5^08 9 ' ' ' 

0,14159 29203 5'" ' * ' 



0,78670 01295 8 
0,00130 £0833 » 



0,78539 80462 5 
was Ton dem waiiren'Werth -^-Tt erst'iü ifer si^enteif I>c!ciinalstelle 
abweicht Wäre der Betrag des Integrales im Voraus nidfajt bdannt 
gewesen, so hätte man doch aus der Vt^glekhupg der nach den bei- 
den rerschiedenen Methoden erhaltenen Zahlenirerthe 

0,78539 82843 

0,78539 80463 ' > 1 

den Schluss ziehen k&nnen, daas auf sedis Deämalstellien genau der 
Werth des gesuchten Integralei äs 0,785398 sei. Dekerhaupt wird 



111 

man immer wohl than, den Werüi «iiicte unbAi^nnlcii IftlegMikss nadi 
zwei verschiedenen Methoden^zu berechnen, weil mlin ausserdem nicht 
angeben kann» auf wie viel Dezimalstellen das gefondene Resultat rich- 
tig ist; ohne Kenntnis« aber des Grades der Annahtning haben Zah- 
leoangabeh nur sehr iuiteD([4H>rdiieteD Werth. 



f ♦ 14. 
Btef »ehe SumadniMS darch llii»4r«tareii« 



Eine der brauchbarsten Darstellungen von 2q>Cit) besteht darin, 
dass man diese unbekannte Sttnune in ein einfadies bestimmtes Inte- 
gral (Quadratur) verwandelt , worin x'Üs willkürliche Constante er- 
sdieint Diese Ausdrucksweise ist besonders deswegen von Nutzen, 
weil sie die gesuchte Summö in einer geschlossenen Form giebt, 
wodurch weitwe Untersuchungen jedehfalls bequemer werden, als 
wenn man 2^{x) in einC'ttiiendlicie^4l4ihe aufgelöst hätte. Der Ent- 
wickelung dieser merkwürdigen Itesultate müssen wir aber erst die 
Ableitung zw«er bestimmten^ Int^ale vorausschicken. 

I. Es sei zunächst der Werth des Integrales 



1) s 






worin s eine ganze ^sitive von Null versdiiedene Zahl bedeutet, zu 
ermitteln. — Beachtet man, dass 

_i i e-»-* 

ist und wandet auf den rechts 8tehei|d«n Bruch die Formel 
-yi- =3. i -I- » + »» + ... ^ ^-* -f- -Y^ 

1-05 \-X 

an, so erhält man oline Mühe für « = V**^^ 

...... .:>... . ■ ■ ^ . ..» . ■ 

' ■e*« — 1 ••■ ■••••'-••■ 



p-Unt 



m 

oder durch TranspositioB des ReMes 

1 r_ 

Multq)Iizirt man diese Gleidrang mit 1^^^ und inlegrirt darauf al- 
lerseits zwischen den Granzen ^ =s und ^ = od, so wird 



J e»«— 1 J e*»«— 1 





^/ 



OD 





wobei links das erste Integral = S ist und alle Integrationen auf der 
rechten Seite mit Hülfe der bekannten Formel 



ausgeführt werden können. Es ergiebt sich so 



ß 



2) 



— t^^'it 



Ueber das links vorkommende Integral bemerken wir Folgendes, Der 
Ausdruck 

kann zwischen den GrSnzen f = bis r = oo nicht unendUcfa wer- 
den; denn hierzu wäre nöthig, dass entweder sein Nenner = oder 
sein Zähler unendlich würde. Der erste dieser beiden FäOe tritt nun 
aDerdings für ^ = ein, aber dann yerschwindet auch der Zähler 
und man findet nach den gewöhnlichen Methoden zur Bestimmung des 
wahren Wertbes unbesümmt sdieinender Brüche , dass für l = I) 
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-^ = 1 ist flir f =::: 1 

e*>«— 1 

und SS für jedes f ^ h 
Im andern Falle, wo i^*-^ unendlich werden soll, kann nur I =9 oo 
sein und jetzt wird der Nenner ebenfalls unendlich imd man findet 
leicht, dass flir r sss ao 

— = 

wird. Da nun unser in Rede stehender Bruch selbst in den ungün- 
stigsten Fällen nicht unendlich wird, so folgt, dass er innerhalb der 
Gränzen i = bis I b qo stets endlich bleibt und dass mühm audi 
sein Maximum Ä imd sein Minimum B, welche er während jenes In- 
tervalles erreichen kann, endliche bestimmte Grössen sind* Es ist 
also für jedes t von l = bis r = ao 

A positiv 

und da $r^^* innerhalb jenes Intorvalles positiv bleibt toch 
Ia ^—-\e-^^ > 






hieraus folgt augenbliddich nach dem Satze, dass wenn tff{t} inherhatti 
des Intervalles ^ = a bis r = ß sein Zeichen nicht ändert', auch 



a 



tp{t)di 
dasselbe Vorzeichen wie %p(t) besitzt. 






00 



und durch Integration fier tinwilnm Tbeiie fliesst hieraus die Un- 
gleichung ' 







29171* 

I 

Lassen wir die noch unbestimmte ganze Zahl n ins Unendliche wach- 
sen und beachten, dass i und B von n unabhängige Grossen sind, 

90. folgt £im -g— fc? Ü»! >^— r- 3^ «od^mithiB «^cl|. 



«*^^— 1 



«^^^ — 1 

Dieses Resultat lässt sidb mit Vortheil V\t die Glfsichung 2) benutzen; 
geheo wir nämlich auch ia dieser zur Gränae für unendlich wachsende 
H über, so wird 
^ 1.2. ..(25-1) r 1 , 1 , 1 '' . r1 

^ = caTT)«^ LTif" + "^:+ti^. + :•/••*'*• ^^^-J 

d. i. nach einer sehr bekannten 5ummenfonnel 

1 • 

und vermöge des ursprüngliehen Wetthed von S tisdien wir nun die 
Int^grßlformiel = ' . ...;;. ..; 






worin 02«-i <^^® ^^^ Bernoullische Zahl be^eiVbnet. 

U. Mittelst der so eben entwickelten GJieiji^ung ist es sehr leicht, 
den Werth des Ausdruckes 



*'^=T+'^/^^ 





aufzutinden. Dann set^ man statt unvt die bekai^te stets conver- 
gente Reihe, so. wird * .1 



1»S 



V = — + 2 f^ __ »*t* v »V* 1_ V) dt 
" *>J <r 1.2.3 ■•" 1.2..5 ••%!»._ 1 

» • 1 / «»»«_l 1.2.8**/ e»«_i 

d. i. wenn man alle Integrationen auf der rechten Seite mit Hülfe der 
Formel 3) ffkr «, es 1»:2> 3» ... attsfAhrt . 

^ » "^ 1.2 1.2.3.4 ^ 1.2. .6 ••••' 

Nimmt man dagegen in der bekannteA Gleichihig 



a«>*««- „ 12 1.2.3.4 1.2..« 



u = vyl -l, ßo ergiebt sieb nacb beidersdn^er MottipUk^tion mit ^ - 1 

j_ er'+e— ^ _ JL 1 ^i" _ V 4. *»«>' 

** eh—e-h ~ » "^ IIa ~ 1.2.4.4 "^ 1.^..« " •"•• 

mitbin durch Vergleichung mit 5) 

Substituirt man für V den ursprünglitfaen in No. 4) verzeichneten 
Ausdruck, 8o folgt aus dem Vorstehenden die CUeiebtinj 


von der mr gleich nachher Gebrauch machen werden. 

III. Der Werth des bestimmten Integrales 
n 



/' 



ist offcBb^r nur von a, Atund » abhingig und bildet daher irgc»id 
eine Funktion von x; setzen wir nun 



IM 



7) /^f(u)dH=^ fix) 



so lässt sich f&r jede auf diese Weise entstandene Fonktioa f>(x) 
leicht ein einfaches bestimmtes Integral , angeben , wodurch man den 
Werth Ton Sq>{x) erhält. Zunächst i<t leicht die Richtigkeit der 
Gleichung 

2q>{x) = S /t^f{u)du = iS(e^)f{u)du 

einzusehen*), aus weldier mxä vermöge de» bekannten Werthes Ton 
2{i^) sogleich erhält 



Stpix) = / ^_i A«)<««. 



Nach Fonnel 6) ist aber andererseits 

1 1 , . o /" "ww»««ft 

nnd "durdi Substitution diese« Ausdrucks 



*} Sebt Bian nimlich vor der Hand noch unbestiBunl 
Sf(x) 



a 
nnd nimmt daton dJ«I>iftrenK, M iai 



= hl>i*W)i* 



A3^(«) = /tf>(x + k)f(u)du — /ilfiai)f(u)dit 



oder kürzer 

(fix) = / ]Atp(xMu)du 



and wenn man dies mitNo.7atergleiehl, so folgt A^(«) "^ e^> mitiiitt ^ä) 
(Se^) wie im Texte bebanptet wurde. 
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d. i. 

8) S9(x) = y 1 f^m d*t - i- /^A«)rft. 

a A 

Der Werth des ersten Integrales ist leicht zu finden; denn setzen wir 
SO ergiebt sich durch Differenziation nach x 



ß 



J^MdH = g 



wobei die linke Seite .= fpim) -ist nach No. 7); aus q)(x) = 
^ folgt jeUt 



= /vix 



y = iv(x)dx + c 

Benutzen wir dies und die Gleichung 7) unmittelbar, lo geht die For- 
mel 8) in die folgende über 

wo es noch auf die Reduktion des Doppelintegrales rechts ankomml. 
Da der Ausdruck 

immer endlich und stetig bleibt, welches Paar spezieller Werthe für 
u und t maa auch aus den Intervallen ui = a bis ti = 6 und r = o 
bis ^ = OD herausgreifen möge, vorausgesetzt, dass f(u) während des 
Intervaltes ic =k a bis « t= (> wMer unendltdi' noch diskontinuirlich 
wird, so ist es erlaubt, in dem fraglidieii Doppelintegraie dte Integra- 



tioiien in urngd^ehrtep Ordnung vorzunehmen und ,es also in der 
neuen Form. \ ' \ 



10) 



/«"«HÄftt /(»♦)*« 



darzustellen. Die Integration in Beziehung auf ii ist Jiier sehr leicht 
auszuführen; d^ma man hat för V-1 = » 

a. i. wenn man die Formel 7) berfidisichtigt ^ 

Substituiren \rir diess in 10), so reduzirt sich das in Rede stehende 
Doppelintegral auf ein einfadies und nadi No. 9) erhalten wir jetzt 
die merkwürdige Formel • 

n)'sif{x) = \ f'fpix)^ ^^ c — '■^{s) '[_ ,,'./, 

die ¥^iR:xaalkb$t doroh einige. Beispiele iUastrir^.w 

Beispiele und SSrweitemiig des yorifea Ttaeoremeii. 

Die Funktion a)(a?) = — gehört unter die grosse Zahl derjeni- 
geo ¥\x^^W^y :aiif< w«]^ß.sich;dftA Formel U) im vorigen Paragra- 



xs$ 



ß 



' 1 



OD 



.0 \ 



ist, so erfüllt q>{x) die ihm auferlegte Bedingung. Beachtet man fer- 
ner, dass jetzt unter Voraussetzung eines positiven x ' 

iq>{x)dx = j -r— r- = lop -f. Cpnar- 

so führt das Theorem 11) unmittelbar zu der Formel 

_A 

Hieraus lässt sich ohne 'Muhe auch wieder die faadbconvergente Reihe 

für S — id)leiteni was um so weniger Jih«rflQssig iat,* als diese. Ent- 

Wickelung viel Licht auf die Theori« jener Reihen wirft.' 'Schreibt 
man nSmIich die Gleichung I) in der Form 

• :. • . •• • « 

so Hegt der Gedanke sehr nahe, das Integral auf der rechten Seite 
dadurch ZU' veraerUien 9 dass knaa dealBruch : . i 

}± ; ■ : ... . ■ ■ . 

xm 



,.M(.fJ 



in eine Reihe ?erwandelt^ und darauf die einzelnen Glieder derselben 
nach Multiplikation mit ^ ihtegrirt. Man k^n aber die frag- 
liche Reihe nicht ins Unendliche gehen lassen» w<il die bekannte 
Formel 

— — ji .-SSV — v* ,+ ti* — t?' + .... t*» inf. 
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ein Sdit gebrodienes v rorausseUt, was hier wo v s= — zu setzen 

X 

vSre, wegen des Intenralles ( =s bis t = od nicht zu erlangen ist. 
Man muss sich daher mit der Verwandlung in eine endliche Reihe 
begnügen, indem man die Formel 

" -j = » — »" -f p»' — e» + + (— l).»*»-» 



(_1)«+I»J— 1 



in Anwendung bringt, die (ur jedes beliebige t> richtig bleibt. Man 
findet so ohne Mühe: 









AV 



und durch Ausfühmag der eintebieD Intei^tioiicn reclrts nadi For- 
mel 3) im §. 14 

. (-1)» „ A"*-' 
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Da nun ferner — | das Maximum von — .a 1,42 i innerhalb des Inter- 



valles f =: bis r = OD darstellt, also 

2 ^ ^1 



x^ + hH^ ^ X 



ist und ausserdem dei: Faktor während desselben Intervalles 

sein Vorzeichen nicht ändert, so ist 



"^0 



d. i. 






1 ^ L Ä 1 



A 1 

und mithin dürfen wir das Integral =:=- rr- B-n-i — setzen, Wo X 

einen positiven ächten Brudi bezeichnet. Substituiren wir dies in 3) 
und die so entstehende Gleidiung in No. 2), $0 gelangen wir zu der 
Formel 

^ ^ -. ^^ j. /- 1 1 » * o. 1 Ä ** 



2»-2 ^'^^ 1^55^ "^ ""2ir ^2"-^ ^i?^- 



Hieraus ergiebt sich endlich durch Addition der identischen Gleichung 

" = "äT ^»"-* ':^ äT ^«»^^ "i^ 

für 1 — X = Q, vfo Q positiv acht gebrochen ist 

, (-1)» - hv^t , (-i)»e - »»»-^ 
••• + "äJT **"-• 1^ T. ,2« 7*-*.~S^^- 

Diese« Reftultat stinmit voUkomnaen mit dem in §.1^0. rerz«i<^netcn 
znMonmea imd man erhält das letztere daraus, indem man a; e 6, 
;r »3* « setzt und nadi gescb^ener SobtTrittlttn-ttut k malti^zirt. 

11 
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Zugleich hat man aber den Vortheil, den Innern Grund der nicht 
durchgängigen Convergenz tter Reihe zu. erkennen, indem das Integral 








welches den Rest der Reihe bildet, für unendlich wachsende n sich 
nicht der Gränze Null nähert, sondern un Gegentheile unendlich 
wächst, obschon es anfangs abnimmt. 

II« Nimmt man das Integral von ^du zwischen den Gränzen 
tt = I und w =5 — OD, so wird 

n 



ß 

— OD 



X 



und hieraus geht hervor, dass man 9>(jr) = — setzen darf. Diess 



giebt 



i q>(x)ifi «Ä / — dx :^ lUf^) +• Cmsi 



wo U den Integrallogarithmus bezeichnet; ferner ist für V-l = < 
€p{X'{-hti)'q>(X'htx) _ ^-^^ _ ^-^ 

= r— 2j — ^^— 2i— 5 it^-My 

_ X sinkt -^ htcosht 
Mittelst dieser Substitutionen abhält man au« der Formel II) in §. 14 

5) :sf = 1 e.-(«-) + c - .£ 

-4-2«* /^ ^ * a:«'»^ — htcoski 






a;* + A»f * 



111. Da in der ganzen Ablehnng unseres Theoremes 11) in §. 14 
darfibans Qwhts Uegt, was uas nötbigte, d«n GvAss«» n, ( and fiu) 
nXir. reeU« Wer((b beisul^n, so sind wir berechtigt, dasadhe weh 
auf Mlob« FnoklioiMa <jp<<e) a«sw4«hBeQ/ «elcbe ihre Entatt^nnc 
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der Integration einer imaginären Funktion f{u) zwischen imaginären 
Gränzcn a und h verdanken. So ist z. B. für a = — t, 6 sr: + i, 



1 /•* 1 



2i X 



und daher muss unser Theorem auch für diese Funktion gelten. 
Diese Bemerkung ist deswegen von bedeutendem Gewicht, weil sich 
mit ihrer Hülfe zeigen lässt, dass jenes Theorem ganz allgemein 
für jede Funktion q>{x) gilt, wenn nur o; keine sokhen speciellen 
Werthe erhält, dass q>{x) dadurch unendlich würde. Hierzu bedarf 
es nur des Nachweises, dass jede Funktion qf{x) unter die Form 

»6 

V«/(u)(iu 



80 wird 



gebracht werden kann. Setzt man nun «:= — cot, ft^-f"^' ^^^ 

a 

e^f(u)du = ^ f^r^du /g>{t) — -^. dt. 

a —001 « 

Nimmt man hier u r^: vi, wo v eine neue Variable kaeiahnet, so 
wird du = idv; an die Stelle der früheren €r&nzig^changen n =s 
— oo I und U ==. 00 1* treten die neuen t)i = — - «> t imd ti «=; <x>.i 
d. i. ü == — 00 und v ssz (X) , und somit geht das obige Do|ipeiiii* 
tegral in das folgende übet 



-00 « 

— i cosxväA) i q>{t)coivtdt 

— 00 « 

11* 
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+ — / sin ocü iv 1 q>(t)co$ vt dt. 



- OD 

Denkl man sich jedes der beiden in Bezug auf t^ genommenen Inte- 
grale in zwei andere von t? = bis » =3: 4" ^ ^^^ ^^^ t> = 
bis V = — CD zerlegt, und berücksichtigt, dass der Ausdruck 
cos XV costv die EigenschaÜt xpi^v) s= ip{v) , dagegen sinxv cos tv die Ei- 
genschaft tpi — v) = — tp(v) besitzt', so erkennt man leicht die Rieh- 
tigkeii der Gleichungen 

t— y CÄS an> du • / ^{t)€08vtdt = — / cosxv dv I ^{i)cosvt di , 

— OD « • • « . 

— i sinxv dv i q>{t)cosvtdt = 0. 

— OD ' « 

Der Werth des ersten Integrales ist aber dem Theoreme von Fourier 
zufolge ^) ^ ip(x), w<Aei u und ß |;ao2 beliebige positive .Grössen 
sein können und nur vorau;Bgesetzt wird, dass x zwischen a und ß 
liege und für kein derartiges x die Funktion ^(x) unendlich werde. 
Bleibt daher q){x) endlich für alle x von x = a his x = ß, so 
kann man die Gleichung 

q>{x) = / e^f(n)dH 



{X) = /«« 



behaupten und sie zu einer ideatisciheo machen, inde^ man die fdr 
a, k und f(%) aagegekeneo Substitutionen voraimmt. Die Formel 11) 
In^^4:bild0t mit dieser Erw^ileruiig die all>gem.einste der .«in- 
f»4h^n^ßuiameiiforme),..di!B .iiar vQjdaiigt werden^kaan und bietet 
zugleich den grossen Yortheil dar, direkt .dicj^oifji^ Operationen 
aufzuzeigen, mittelst deren 2q){x) ;ms.9(a;)< «bgeleitet wird. Das bis- 
herige Verfahren nämlich, -uni die verschiMefieii Funktionen mit end- 
lichen Differenzen zu integriren, war ein' durc^us indirektes, indem 



,1 
*) Eine aosfäbriiche Darstellung der mit diesem wifbtigfen Satze zosdmmeo- 
hangenden Lehren fin4et man in des Verf. „Analytiscbt4i Stadien IW* 
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man nur dadurch zu der Lösung einer Aufgabe kam, dass man {»ie 
auf mehrere andere bereits gelöste zurückführte, womit /sich zuletzt 
Alles auf wenige Grundformeln reduzirte, welche man durch Umkeh- 
rung der einfachsten DifTerenzenformeln erballen halte. 



Integrale. 

Die Methode, welche in §.. 14 zur Kenntniss von Sg>{x) führte, 
lässt sich ohne grosse Mühe auch zur Bestimmung der vielfachen 
Summe 2^'^<p'x) anwenden, wo n eine, ganze positive Zahl bezeichnet. 
Denn aus 



I) q,(x) = /^f{u)du 



folgt , indem man mehrmals hinter einander die Summe nimmt, 
-5<">(e*-)AH)A4=r. / ^^^^y, mdu, 

a d 

WO es nun darauf ankommt, den Faktoir 

. 1 
(«*••— 1>» 
in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, so wie es iä §. 14 für 
n = 1 schon geschehen ist. Man gelangt iiierzu durch folgende Be* 
trachtungen. Bezeichnet man den n^en Differenzialquotienten von %p{%) 
mit D^{%)y so gilt der Satz*): 



*) Ueber die Ableitung dieser von Mahnsten gefandenen Forme/ sehe man des 
Verf. Handbach der Differenzialrechnung S; 101. Formel 8. 



1«6 

oder für -- — ^ = Z 

3) (— 1)» *1>^*/ 

n-l n-t n-l n-1 

= 3^1 + JjZ'» + /s^ + ... + /»Z? 

wobei die mit / bezeichneten Coeffizienten mittelst der Formel 

Jp==p« — (p>lr(p-l)j+(p-2r(p-l)2— (p-3)'»(p-l), + ... 
bestimmt werden. Verwandeln wir nun jeden in dw Reib« 

Xz + \dZ + i^ö^Z + ... + "^An^J^^Z 
vorkommenden Differenzialquotienten nach dem Schema S) und lassen 

die hier vorkommenden Grössen A©, i4| , .... i«_i vor der Hand noch 
unbestimmt, so erhalten wir • ' 

\z + \dz + Ajan + ... + An-iD^*z 
= \z 

- X \\z + \p\ 

n (2 2 2 ) 

» (3 



+. • . 

o4er geordnet nach Potensen von Z 

i, — i,J, -i- V» — .- + (— l)"-*^-<-'il -2 

- p,Jj - 4,7, + i,/, - ... . + (-l)"V,/j| ^ 
(»2 11 3 .»•*-•/_ 






1«7 

Setzt man nun die Coeffizienten von Z, Z^, Z'v • • • ^* sämmtlidi 
= und 

n n^l 

SO hat man n Gleichungen ersten Grades zur Bestimmimg der bisher 

noch unbestimmt gelassenen n Coeffizienten Ä^, Ä^. A%» .•• in^i und 
lür die so erhaltenen Werthe dieser Grössen gilt nun die Aleichung 

4) A.Z + XdZ + \d^Z +....+ X.tD^^Z 
= (— 1)»-*2*. 

Nach Formel 6) in §. 14 hat man ferner w(^en ^ = Z 

und hieraus ergiebt sich durch successive partielle Differenziationen in 
Beziehung auf z, 

_ 1.2.3.4 , ^ f*' ^t*nnztdt 



D*I 



und wenn man di«» Alles m die Ctteidtong 4) snbstituirt, so Verwan- 
delt sidi die letztere in 

.... + (-l)-'1.2..(»-l)i^-i; 

+2/^$a-^-^'"^^''*- I 





m 

+ V -^.urH'' -/»' + "»' - \ . 



hier wollen wir zur Abkürzung 1.2.3...m mit in' bezeichnen 

5) \ — i»3 + \t^ - if« + .... = Tt 

6> Xt — 4,t» + Aft^ — Ajt'' + .... = Ti 
seUen und die ganze Gleichung mit (— !)"-• multipliziren. Vermöge 
des Werthes von Z wird dann 

1 



(e* - 1)» 

- + ^ 



n 1 /'_!»» 



wobei wir um grösserer Symmetrie willen (— 1)»-^0'X— für 
(-l)"-*Jö— schreiben werden, indem wir unter demSymbole 0* die positive 

Einheit verstehen. Setzen wir » = Aw, midtipliziren mit e**/'(ti)du 
und integriren darauf zwischen den Gränzen u = a und ti = 6, so 
wird 

(n-2)' « /^»l ^^^ ^^ 



+ 



, (-l)»-*0' • /»»l ^^^^ 



+ ( 



a 

«0 

Die einfachen Integrale, welche auf der rechten Seite vorkommen, 
stehen unter der gemeinschaftlichen Form 

worin y den noch unbekannten Wei*th bezeichnet. Man hat aber 
und mithin 



■/' 



(m) 

gp(a?) £te**. 



Für das erste Doppelintegral in 7) kann man auch, abgesehen vom 
Coeffizienten, schreiben 



^„,_^ r« /<fs{nhtuf(u)du 
r^_^___ « yCg+M) — y(a;-/ i<0 



und gan2 Shnlich füor das zweite 



^^^^— ^ r, i ,^coshtaf(u)'du 

f: 



^ o 



ew_l * 2 



wobei t = V^ i^^« ^<^ allen diesen Substitutionen erhält man aus 

No. 7) 






17f 



+ -nr^^ i q>ix)dx+ -^ ^,<)i>(ar) 

+ (-1)- ay ^,^,_j 2i 2 • 

Nach Formel 2) ist dies zugleich der Werth tod 2(f*ycp{x); fügen wir 
zur Complettirung desselben noch den aus n willkührlichen Constan- 
ten gebildeten Ausdruck « 

C« + <^i* + C'»^* + •••• + Cn-^af-^ 
hinzu, so erhalten wir die allgemeinste Summenformel: 

8) 2f-»^g>(.x) = *- ^, ' i,_ / (p{x)djC 

(n-'2V » /^(»-O 

.... + '^ \ A, /g>ix)da: + -5-ii- A,g,(x) 

+ (-1) 2 / ^,,,_j r. ^^^= 

/ e*^' — 1 ^ 2 

4- Co + CiJ? + Cjo?« + .... + Ch^o?«**. 

Nehmen wir beispieiweis n = 2, so sind ii« und A^ aus den Glei- 
chungen 

1 1 \ 2 1 

1 J 11 

^ zu bestimmen; da J| = 1 , J, = 1 ist, so folgt i^ » 1, il| = 1, 

und mithin 
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/ e»*— 1 2/n 

^ efcrr_i 2 

In der Anwendung auf die spezielle Funktion q>{x) bs. — giebt dies 
sehr einfach 

^^ X '^ A* A* "^ 2a? 

f^^ ix t 

■*V e^'^'-l x» + AV + ^* + ^i^ 



2(a?- 



wobei man , wie in §. 15 , I. leicht eine halbcoQvergente Reihe für das 
Integral suh^tituiren könnte. Der vortheilhafte Gebrauch der allge- 
meinen Formol 8) erhellt hieraus von selbst und an Beispielen dazu 
wird es nicht fehlen, da die Funktion q>(x) nur der Bedingung, end« 
lieh zu bleiben, unterworfen ist 

II II fi 
Für die Berechnung der Coeffizienten J, , A^, Ä^ etc. verdient noch 

der Umstand hervorgehoben zu werden, dass man statt der indepen- 

deuten Bestimmungsweise auch eine rekursive anwenden kann, die viel 

bequemer ist« Differenzirt man nämlich die Gleichung 4) d. i. 

9) Jiii)n_ 

ft 



= ■^ TTT + '''»l:=Trl+'<.l>'lre-r) + 






und bertduichtigt, dass 

D H-1)-' ) _ (-l)"»»e' _ (-1)» (>l)-w 

ist, so wird tQal|,cb8t 



Dritter Theil. 

INfferenzenslelclmiiseii« 



Allgemeine Begrlire* 

Nidit inüner sind, wie in dem vorigen l^^eie, die DÜferenzen 
der Funktionen unmittelbar gegebep, so dass es nur einer .endlichen ' 
Integration bedarf, um. von den Differei^en zu den «Funktionen selbst 
zu gelangen; im (vegeatiieile liegt pft nur. eine flelation zwischen der 
Funktion und ihren Differenzen mit der Aufgabe yor, aus dieser Be- 
ziehung die Natur der Funktion zu bestimmen. So ist z. B. unmit- 
telbar einleuditend, dass die Gleichung 

^y = ^ y ^*®^ » "■ 2Ä "^^ ~ ^ 
niditffir- Jedes beliAige t und jjr; sondern nur dann besteben kann, 
wenn y eine gewisse noch lAtbekannte Funktion von >r ausmacht; 
diese Fmiktiön wäre in dem voorliegenden Falle leicbt zu errathen, sie 
ist nSmlich y = x(x + h), wovon man sich a fiosteriori leicht über- 
zeugen kann , es versteht sich aber von selbst , dass die Wissenschaft 
sich nicht auf ein Rathen oder Probiren einlassen. d9rf, sondern statt 
dessen ein geordnetes Verfahren zur Auflösung derartiger Aufgaben zu 
substituiren hat. Gleichungen von cler obigen Form» deren allgemei- 
nes Schema 

1) 0(y , Jy , J^y , .... ^y) = 
darstellt, nennt^man. Diff^renzengleiehuBge^n, diejenige Funk- 
tion y = f(x), welche die Gleichuhg erfüllt, das Integral der 
Differenzen gleichüttg und das Verfahrdi, Wodurch man zur Auf-^ 
lösung der Gleichung, d. h. zur Kenntniss von f{x) gelangt, die In*^ 
tegration der Differ enzen^Ieichung. *.Die versdiiedenen Mittel 
nua auseinander zu setzen , durch weläie man die Integration der man- 
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nichfaltigen DifTerenzengleichungeo beweritstelligt, ist der Zweck dieses 
dritten und letzten Theiles der Lehre Ton den Differenzen und Summen. 

Zunächst verdient die Bemerkung beachtet zu werden, dass man 
aus der Gleichuilg 1) die Differenzen Jy , J^y , J^y , . • . wegschaf- 
fen kann, indem man sich errinnert, dass 

^y = yt — y ' 

^ = y« — 2yi -jh y ' 

^^y = y» — 3yj ^ 3yi — y , 



i»ft>:W0iiiei wie schM^ fruber jf« die ^vAAon fiß -^^ tk^ betaichnet. 
Di6 Gleichung 1) nimmt dann die Form 

2) Viy , y, . y« . J/s • •••. y«)'^ 
an; ^o z. fi. geht unsere beispielweis 'angeführte 6leii;hung in 

I yi- y = ^y ^d^.yt"= — 5^^ 

d. h. - ' • • 

ül^er, auf welcher sich die uubjekani^ei l^i^nktioa 91 ..^r^ /(«);l^€ht he- 
slmip^n läs^t. Setzt, mau namlicli für x 4er R«ibe,«aGb ^ ^a-^-lk , 
a.+ 2A > . . . a + «1:^ \kv so ergiebi.dieh die Ruibe' wMi.fileiching«» 



a-fm— XÄ . . . ,, 
DiMTch Sul>stijtuli0A y<m }ßw Glricbwi ip diei :^ra«|f folgende efkllt 
ma» hinaus . . /* . » 






.1 I 



. o(a + A)(a + 2Ä)...(o+i»-lA) ... 
WO sich im letzten Glieds eine, bedeotenjte Hebung Tornehnien lässt, 
nach welcher . 

übrig bleibt. Setzen wir endlich a + mk =: x und den constanten 
Faktor 

so ist>/(4^ £s Cfe(^+A)9 iimnü daÄInl^gral unficr^r-GleklHuig ge« 
funden ist. Etwas Aehnliches lässt sich mit der Gleichung 2) Yor- 
nehmen, wenn man sie so aufgelöst denkt, dass yn auf einer Seite 
allein steht, wodurch man ein Resultat Yon der Form 

'■" * '-^ y;^t?)(yVyj;..'..Vyn-,) •' *•* 

erhält. Man hat dann, wenn der Reiße nach x^^A^o? + 2/b,a; + 3A,... 
für of gesetzt wird 

y„+, = V/(yi ,y,,ya ,.,.♦. .y„). . . 

yn^-s = tfKyi . yt . y^,. .^•. yn+t) 



Denkt man .»ich. jede Gleichung in. die nächstfolgende substituirt, so 
erhält man die Grössenreihe 

y» » yn-i * yn-fi * yn-w >•*•••• 

ausgedrückt durch y , yi , y^ > . ... y«.-« and das allgemeine Glied die- 
ser Reihe etwa yn-^m giebt das Integral unserer Differenzengleichung, 
sobald man sich ffh* « + (n 4^ fn)h wieder kiirz^ ^ ges^Heben' iünlAJ 
Dabei bleiben aber die Grösseti y%yf\ •• «yn-i unbestimmt, da sie 
idtitiL Ton m abliängen, Und bilden ebensoviel, d. b. 'fi,'WillkQhrKfche^ 
CoMtÄrttd. '' - '• ' • . i '• «• ^ .ü .A •'..-.«! - .!.. 

12» 



Das Integra] einer Differ«iizenglei<;hiing enthält also 
so viele willkührliche ConstantenJ als der Ordnungsex- 
j)onent der höchsten in der Gleichung vorkomnienden 
Differenz Einheiten zählt« 

An cnier Differenzengleichung unterscheidet man endlich aoch die 
Ordnupg «nd den Grad dersdben. Ist nämlich die h&cfaste ?or- 
kommende fiiffererac von y die »te, so sagt man, die Gleichung sei von 
der ni«D Ordnung; enthält ferner die Funktion auch Potenzen oder 
Produkte von y , Jy , ^y «tc und ist m der höchste vorhandene 
Potenzenexponent.<, so ist m der Grad der Diflerenzoigleicbung. So 
9St. z. £. die Gleichung xy — J^y = von der Sten Ordnung und 
vom ersten Grade, dagegen die Gleichung y^ +- {Jy)^ = von der 
ersten Ordnung und vom 3ien Grade. Dasselbe gilt in Bezug auf die 
Gleichung 2), welche, wie leicht eu sehen ist, immer denselben Grad 
und dieselbe Ordnung. besitzt, wie die.ttnqNrüiigliche Oietchung 1). 

%^^^ 

Intei(rAtii»B der BiiTereiiBeiiffleteliiDMpeii enten dräAe« 
und erster Orämmm^m 

Nach den am Ende des vorigen Paragraphen gemaditen Bemer- 
kungen bildet die Gleichung 

F + fy + r^y =0 
worin p , q ,r entw^er constaot oder nur von 9 abhängig sind , das 
allgemeine Schema aller Differenzengleichungen ersten Grades und er- 
ster Ordnung;; für Jy ts y^ — y verwandelt sich dasselbe in 

r-q f » 

wobei wir zur Abkürzung — - mit P und '- mit Q bezeichnen. 

Um aber deutlicher hervorzuhßbeu, .dass ii^ der Gl^diung 

Vi^Py + Q 

P, Q und y Funktionen von .aq soid^ wollen wir P»,.Q^, y« .für jene 
Grössen schreiben, so dass z. B. y« der Repräsentant der Gleichung 



1« 

y =:. fi^i^ ig|(; an: dk »Stolle des iff :a=>:f(a) + h) tritt dam y«4-i^ ^^ 
nun ist . . 

die zu ntegrirende DiAsrttizeflgieiciluilg. 

Nehmen wir der Reihe nach x ^ a, a -{- h, a + 2ä, — 
Q^^Hlh, so entsteht folgende Reibe von Gleichungen 

yo+mft = ra+(m-4>fcya+(m-|)fc + Va+(m-i)fc- 

Durch Substitution jeder GJeichiing in die darauf fl)lgende gehen diese 
Gleichungen in die nacYistehenden über 

yi^h = PaP^.^^ + '^H-*?«.^ ö«+* 

deren Bildungsgesetz leicht zu übersehen isf^ . Man h^t.nlunUch 

yH-mli = PaPa^P94^h P«-K«-l)ky« 

+ Pa^hPa-^k*i'**Pa^'mr-iyiQa 

+ Pa+jÄ+tk Pa^Cm-r*! )fc(?«+'» 

+ Pa-|itkPfliH4fc P«-h(m-|>k(?fl+lh 

+ Po+(i»-i:fcOa-|.(m-^)Ä 

d. i. wenn a + mh w ^ *"^ ^?* constaqi^ jfa =, C gesetzt wird, 

. . ' ~ " * ■ ;•'■*> r - ■■ 

2) Jfji;.=*\PaPa-ffcP«+lJ^*-**P«fM^ 
.y + P(H^P(i+ik ....P*-fcOa 

! ' +P;»+lk'W3li Pr-fcOa+h 



+ Paj~hO«-jk 



4- 0*-A- 



•it,. ; 



lii«rjii ist « idur dei' einen 3edingiang unterwoifen,' dais- ivegen 

a + mh =1 X Aer Quotient — jt— ejne ganze positive Zahl m sein 

muss, sonst aber kann a willk«lirIteb^^giw&liU<«ftl4en; ReaietcfaiQt man 
das aus m Faktoren bestehende Produkt 

Pa Pa-hh *a+ifc • • • • Px—h 

^=^ Px—h Px—2h Px—2h Px^mli 

m ' 

zur Abkürzung mit [P«-h], ^ kann man.y« unter der kürzeren Form 

3) y, = [P^] C 4- PVii] A + (/^} fti-*. + 

• , . •■- - -tf :- 
darstellen, ^olf?i. Bja«, j;wter,,^P»*-)J .dje jppsitiye ^iijbe,U . y$r§tehen 
muss. Berücksidiügt man nocl),, 4as« die.^leichun^f^i ; .. 



d. i. näci mik^rer ßekeichtiifin^ 



•» 



lPtir^].'rT. /.... ' \t. • 

statt finden, so kann man denk Ausdruclie S) die Form 

• , - (/o4<i»-l)fc 

. \. . ^ . "». .;.•»"•' "*" nt 

geben , die sich mittelst eines Summenzfdcfaens kürzer ausdrücken lässt. 
Es ist nämlich zufolge der Definition, welche wir Ton dem bestioimten 
endlichen Integrale gegeben haben 






wobei b = tt -^ mh smn «Mb« 84r 






«ffnbliflicii'lhienus sogMtb.' 


•» • 


Qa 

[Pa] 




m - 
[PaKm-i)fc] 



Di» i^^fale Seile .siimmi int idor 'im «Md W^Hhe von f« törkonini^ni« 
den Reihe überein, wobei nur beachtet werden niies, * dtm hm» 
a -{- mh =s by dbri Srktt* = jr^ist. Schreiben mt daher x für 6 
und (x — a) : A fär V», Ao ist jetll ' i I 

J -;^' [pj ) 

Endlich kann man no\Six ^ii*i^läilH!iiMfli^^n''e^^^ 

ches in der Parenth^e vdrkbinmtl^df^ ÜrSnitn &treiii(i^n. .-Denn nach 

einer zweiten AulTassungs^ise Ses ' bestimmten endlichen Integrales ist 

,'t' ' • : • .^^ . u\ 

. ' J ' ;;m: -.. . •.•: 
mithin 

Stf/ix) = V(ap) — ^(ii) 

lind 1 wenn Yrir ilif^ iiuf den pipgeo Fidi an\Vc|q4<2n , sp^önnen wir die 
constante Grösse ^a) mit in-dK ConfUinte C einrechnen, und Mos 
C + V(x) = C + Sipix) fiM&.de|i>JlnMH ^ ?j^efit;^&fi,,, f>/^^ff^. 
Wir haben dann. . v. \'- >'^ i- j-^ «• ^ v ' ^^ 

-... • .:!■!••■! ... ..I .•■':•, .|... -.•...ijf;}„i. • ■■(. .1';..:.. ,>,■■ .. 



fa<- 


■ÄM^ 


Li. 


^«l«(*)C'- 


\ 11. 1\ •)>-!/' 




. . 


*• .i 1» 1." 




1,. •'* ..>. : 


• \I>M,:.-.M 


• :. ;!i «, 






!i 


. fV^>. 


,T= .l"^^.*?, - 


'^<'?> .i 



tu 

Bei den meisten Anwendungen, die man von der Integration der 
Differenzengleichungen macht, beschränkt man sich übrigens auf den 
Fall A =: 1 und verlangt nur ganze positive ^Wertbt von x; man 
kann dann einfach a =; nehmen und^bat^so- 

Um gleich ein paar praktisch brauchbare Beispiele ' lu dieser Formel 
zu haben, wollen wir die in die DiOerentialrtschnung gdi6rende Auf- 
gabe der independenten Bestimmung von 

^Äresihx d*-*(l — x^}'^ . 

mit ihrer Hülfe lösen. Beaieiohnen wir nämMch (l^«')"^ zur Abkur- 

»ung mit u, so ist. : t i 

du _• :'» jp< .-.^ BjrfjM' •■ '»^ ' 

^ ~ (l-a?^i- ' 4«* "^ (1-.«?)T . » - 

-— . s^ , — 'm. 1 u s.' w, : 

<*** p;(l-j:«)-f- 

Mforaus man ersehe^ kann, 4ass im^AOgf^^n^ , 

rf^ .... ,(1-4?^-^. . .., . . 

zu setzen ist, An , Bn , Cn , >• gewisse zum OrdnimgiHndfix n, j^fehörige 
Goeffizienten sind, deren Bildungsgesetz wir zu bestimmen haben. 
Eine nochmalige Differenziation der Gleichung 7) giebt^nun 



H\-t 






4^' 



aj^« + (ii + 7)l?»Lr^H.... 



* + (n-4)C. 



H-.... 



" ^ '''a^ÄV+i- • • '''- 

und wenn ihan dies mit d*f ^leicbuii^' 

zusammenhält, welche aus ,1) hervorgeht, indem man n + 1 an die Stelle 
von n treten lässt, so ergej^.iiicbrfolgwte.DäQ^eiueli^^ 
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C«+i = (« + 5)C. + (»— a)«< 
!>„, = («+7)P, + (n—4)Cn 

welche sammtlidi, unter Form 

y«fi — Pxtfx + O«:0der y,H^ = P^y» + Qn 
stehen und daher nach Formel .6) integrirt werden können, indem 
mm n för or^scbriBibt Das lalegral der erstea DiCEarenEengleiciiiing 
ist nun für Pn = n + 1 , 0» = 

. • • A.«-WC^-. ,.........: :, 

wo C* die wülkuhrliche Constante bedeutet; letztere baslinnit aicb aus 
der Bemerkung, dass fCir n = T, Ju = ^| = 1 sein muss, wor- 
aus 67^ = 1 und einfacher 

folgt Substituiren wir diesen Werth in die zweite Differenzenglei- 
:cliwigv.«o;vmiwndi$lt sich diesdhejNi 

und ihr Integral ist nach No. 6) 

B. = [n+2J \C" + S -^, 
. I [n+3] 

Man hat nun weiter 

T » _ T r 1 1 _.-! 

^ (n.fl)(n+2)(n4-8) ^ -^ L(n+1J)(n+3) ""' (n+l)(n+2)(fi43)J 

j :*• ' j . '/ ..'!♦ .; :. ... ! 

"^ ~ tt4^ "*" "^ '(ii+l)(ii+2) 
und wenn man dies in den Werth von Bn substituirt, 

Bn — [n+2] jC" - -j^ + (n+l)(n+2)^ ' ' 
Die Constante f bestimmt sich durch die Bemerkung, dass für 
H =s 1 > B» = (7| = werden muss ; man (»tält ^daraus C" s ^, 
und wenn man jetzt Alles zusammenrechnet 



Ige 

B, = [»+2] i „ (4^1^^ . 
und wenn man bemerkt, dass- 

[» + 2] = (n + 2)(n + l)ii...4.3 = (H + 2)(n + l)-|?|- 
ist, 80 verwandelt sich die vorige Gleichung In' die einfathere 

PI ji ' üi»! "~~" wlJ r 1 1 

n = l»J -y • 172~~ "^ ' "*"*** 

i0obet die kurze Be^kbiiung der Kncbiaftoeffliienteit in Attwen^iing 
gebracht worden ist. ■• . \» i j ' r- '\ , . . 

Siibstituiren wir dies in di^ ^tMffereniaigieiGhuiig für C^, so ver- 
^«iMt 9)di'4ies€)be in' »• • '•' ' •-.•-- • '••''' ••• "> • ' 

C«^i = (» + 5)Cn + (n-2)tH]in, ' ' ' ' " 
und man findet aus ihr nach demselben Yerfäliren 

C;, = [nl JT-Tx H4 

und aus den bisherigen CoeffizieMen^U« ^iB^i'Ci^ I7i#d^«iili iwa-kMrt 
das Bildungsgesetz alter CoeOUieatan entaehmek können. Man hat 
nämlich ' ■ • .i 

rf»(l — a:?)-"T 
. S?p^ 

\i|^d wenn ^^8|i^ f — 1 an .die Stdte t<mfii iretqp i^^, sq gjeM dieis^ 
Formel zugleich den Werth von ^ 

und zwar in derjenigen Gestalt, ^e er von Buler zuerst bekannt ge- 
macht wurde^i 1 . j '•" <; j..^ ''S'"* ^'''^ '" '^ 

.. --* ' ; ^ . * . 't 'w...- • m t ,!n»" ••' -• ,> ^_ .f\ . . 
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Sowie die Gleichung y^+h — Px9x +' Qx oÄer eitofiichBr fÖr 
A =s 1^), yx\\ -^' Pxifx ^ 0x flaW ailgeinfeiiie Sdveina der Differen- 
zen^lelchungen ersten Grades mid erster OrflniffiFg ^^^ ^^ ^^^ ^^ 

.dWi.iiUgimicvie Swint der DifiiarenttogleieiMiug ersttd Grades, «ad n^er 
VOffdBUig. dar^ >Dft.efi:kdiiie «Ugömeinef Melhoiierigiebl« wodtmdi' mui 
w ijedenr Falle , in dam fattcgndey^ln^^Mrtelbei gsbngefi kdaiilia;:-io 
tNeiUen iHir.'fdie ivnidttfdoiiaDuVecralmiigsweiftenfiiaiiU^ imin 

ip.f]ifiße4|i,4>dAr.j^Dfimispedjidlea V^^^pf^JifA^.g^^fifi^ ^in«^ «ach 

ev^nd^oi:.v9f,irjigpn. . ,. ,, ^_ j -..^ , , ^ ^,^.: ^ ., ,^ ,.,.^ 

Am leichtesten ist die. integralion der , pb^^n. Gleichuflgi. :WQ|||1 
die CoefßzieBteo P« * Qx» •*.•• i?« von^js- unabhängige Grössen, also 
Constanten sind und zugleich F« '= , ^o einfach 

1) y*+« +*>yxiA^' + 0yi^«-2 + •.'+ Ty^M + i/y, = 
ist. Man setze nämlich in diesem Falle y« = A^» wo A eine vor der 
Hand noch unbestimmte Grösse bezeicliiiet, so wird 

oder nach Division "öiit i*;-^ -'^ Vi ''* "' .; t .- 

2) A» + PA»--* + Oi«r»t + .,i +/i +-P ^ >. . ) :. ; , . . . 

In dieser Gleichln^[^ ko^Mt^lgaf kein op^tttdir^ yiu'^uiild A^'^P^.QkT ,U 
bdiWint siMd^)$o.S9tiJl di« eiinigi»)UQbtittaB46,ifkpeii<WevUi bmü JeCat 



' > - ^ fii^Mst tcl^t ztt'af^H^A; dafts' di«fe^eziaMinrtiogi vo&'dei^ wiflÄifftig immer 

aus8etznng.des Inkrement<^fi 1 gffa(irteii ^e<±i)ODg . Ao; ^r ^ oder ^ = X, wo x' 
= ^X ist, so l[>eziehen sich ^ie' neuen Förmelfl auf denTall, wo sich die neue Va- 
0b'>aihi^1fA[dV*f{; 'UidVtitiü'ücUhct^i^^Akei^l me^, 'so isi'di'e kUfi^miinliü 

tMl^tnteUiU- ■' ;n7 i.'!'»!'' »»{ . v< 'iiiiri i,{jiif ,.-. iIm!». "^ us:. 



durch Auflösung der obigen algebraischen Gleichung erhält. Nennen 
wir A| , ^2 » ... Xn die n Wurzeln derselben, so sind 

ebensoTiele einzelne Integrale der^ Gleichung 1). Nun ist aber leicht 
zu sehen, dass auch der allgi^oieine Ausdruck .;,.,; 
_ 3). y^ = (7|V ^-C^V + ftV + ••v+ <^i.V. *. 
worin Ci > Cs » ... C» wUlkübrliche Constanten bezeichnen,, dii^ Glei- 
chung 1) befriedigt und daher bildet derselbe das allgemeine In- 
tegrjRl der in Rede stdieQden Diffißrenzengleidiung. , , 

Zwei FUle bedürfen hier noefa einert besondtreki Ontersuli^mg, 
nainlidi^ das Yorlcommeft Von imaginfire» mid 'd^ensüldag« ton ^ißhen 
Wurzebi in No, 2).> im «rstto Falle bmnchi man rieh iHir zd erin- 
nem^, > dass. die imagin&ren Wurzeln immer paarwcis v«rlnnden sind, 
also eitle, etw>a X^ tott der Fdrm a -f- /^-l utid'dann -eiite ändere, 
etwa Äj, von der Form a — ßyj -l sein muss. "Setzen 'Wir aber, 
was bekaiintlich iiÄmer angeht, ' * •-.'■'• » • ■ ■ . .' 

so wird ..... 

oder für C, -f- Cj i=-it?| ry[-l{C^ -^ C^) ^ t^ ' W \: 

:und di«8 wäre 'also an die Stdle. der ^wei erst» «fflieder »'3) za se- 
tzen, sobald A| und X^ zwei conjugute imaginäre Wurzeln sind. 

Kommen in der, Gleiqbung 2) gjieicbe WMTS^ehi vor^ ß\m{ li = X^, 
^o i$t der in 8) verzeichnete. Auß«biidi.niGki>inehr: dasfi all gemeine 
hilegi^al der gegeben)BR> Diffenniseligteidiuiig; d«iJn^«9<geitt der^lbe in 

über uiMl wenn wir C^ ^ (»flVt einem, epivgi^ R^sjbf Uiben bemeh- 
nen, so enthält ys^ nicht mehr n, sondern nur n — 1' ^fnUieühriidie 
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Constanten, ist also, kein allgemtines Integral., liidiessen kann man 
sich ieiebt belftn; sei näm],i<\h zunächst X^^li+ dy so hindert 
nichts 

Ci - c — -j: , c, - -j 

zu setzen^ w«> C- tmd C" zwei «eMe inillkvhrliche CoQstapten bezeicb-; 
nen; es wird dann .» '..• • 

= c- V + c" -i^^^^^ 

und wenn nun S bis zur Null abniinmt, also Ai =s X, wird, so er- 
gi«bt «eh . • ■ ..•.>. •.- .1 • ■. . • •; •— 

•5). CjÄ,f +..C^* i=. CV + C"4rV-'' . 
Wären drei gleidie Wurzeln iwrixuld«» 7,: ss .^,.sa. As, so. nebine 
man vorarst X^ » A» -h d, *, = i, •Tf^. ÄJ und - 

_ C" 2C"' 
,C|..-..-j-— ._^ . •■ ■ ^ 

•<i = -5i . ■ . ■ .f .. . 

so wird naA diesen S^uba^tutionen ; 

und wenn man jetzt d in Null übergehen, also A, = ^j = it w«r- 

dentlisst, so honunti 

6) CiV+,CA* + CiiV 

Bei Tier gleichen Wnwdn würde man sufiächst A^ = ij + <J , Aj 
= ii + 2d , A4 = Äi 4- ^<^ s^^tzen uid statt det wiUkührUdien 
Co6si»iteB Ci, 4 , C, ;J(X4 tier- neue ufflfcfibiÖDh« Cönstanten €' ; C" , 
C''S€'^^' ^r Art eh[iffthren,;dads • i '^ ^ • < * '^J- 



im: 

Ctlt' + c^' .+ ciV +> e^*' ■■■ ■ 

wird uiid nun S hia zur (stanze Nnfl abnetirtien ' las^ik - Vit kf-^ss. 
A, = i, = ^4 wird dann ■•■•.. 

.PiV + W,t <äV + C4V ... 

, ^,„, '■ s(x-D(x-2) ^^,_, 

V » • 1 .2»3" 5»- • f.. .' ; 

Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, erhellt leicht. Un eil4* 
lieh die bisherigen Bemerkungen an einom Beispiele deutBch zu ma- 
dien; wählen wir die Diffiennixeiigleiekvfig 

8) yx^ — »yit^M + a$ya42 — *Oy*+i + 1^.^:*= ' 
Die Substitution yx == ^''^ führt hier in der^ algebraischen Gleichung 

i* — 8X» + 23Z* — 30i + 18 =0 
oder 

{1^—21 + 2)a — 3)« = 
welche folgende 4 Wurzeln besitzt: ,, 

jl^ = Ä, = 3. • . . , . . 

Da Ai und Aj conjugirtc imaginäre Wurzeln siody deren Modulus 

^ == V 2 und deren Argument ^ = -j- ist, s6 haben wir nach No. 4) 

\ ' • » . =■;*'■.._ 

statt Ciil|* + CjXj* den Ausdruck 

zu subsMtitireD. WbU ftmer>2iwei :(0eidi& yj^irzeln. A^ Fr^^.^^i'bfli'^' 
den sind, so ist No. 5) zufolge sUtt C^li^* (4^ €!|jlf^)4(riA|iisdriick 



zu setzen , wobei wir der Symmefrie wegen €3 und c« für C und C 
schreiben' wollen. Das vollständige Integral der. Differenzengleichung 
8) ist nuii 
9) y, = ciyä^ m ^ + ejyl¥sin^ + c,3* + e^xS^^y 

und man wird sich jetzt auch a posteriori leicht überzeugen ,* da9<^ 
jede einzelne der Funktionen 

Die Gleichung 8) befriedigt und mithin der in 9). rerzeichnet^ Aus- 
druck der allgemeinste ist» welcher dieselbe Eigenschaft besitzt. 

l*ortoeteiiii(|. 

Wir kehren jetzt wieder zu der allgemeinen Gleichung 
^ 1) y«+ir+^t:y«+n-f -^Ox^x^^nr-i + .-. -f fr^i+i +P*sr^^ Vx' 
znirdck «id izwor um ^itäge Betrachtungen darüber slnzust^Uen, Webe 
eine Vek-adgemeiDening der imr ? origen^ Paragraphlen benutzten hftegfa- 
tionsmethode zum Zwecke haben. 

Untersuchen wir zunächst den eiipfaghen Fall, iii welchem sto^t der 
rechten Seite die NuU steht, also die Gleichung von der l'or^i ist 

2) %x-\-n + i*r»«-Hi-i + Qx»x^4ir-^ + . • • + T^ZxH + ^«««=0. ;^ 

so erhellt leicht, dass es hier nur darauf ankommen würde, it ver- 
schiedene spezielle Funktionen, etwa 

12 3 n 

^»-9 Zx f ^X >*•••' ^a 

aufzufinden, welche der Gleichung €»enüge leisten. ^Denn wenn jedes 
dieser sogenannten ]^artikulären Integrale die DifTi^i^nzei^leidiung 
befriedigt, so ist dies auch mit dem Ausdrucke. , 

11 12 33 nn 

3) Zx = C^x_,j' Czx + Cz^.+ .... -h Cä^ ^ 
der Fall, wie man durch dessen Substitution gleich finden wird, und 
folglidi bildet der vorstehende Ausdruck das allgem.eine Integral der 
Gleichung 2), weil derselbe n willkührliche Constanten 
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C , C , V , ... c , 

in sich enthält. Ist man nun auf irgend eine Weise zu (l^n partiku- 
lären Integralen der Gleichung 2) und von da weiter zu dem allge- 
meinen Integrale derselben gelangt, so hat es auch keine wesentliche 
Schwierigkeit, die Gleichung 1) zu integriren, und zwar auf folgende 
Weise: 

Da die ursprüngliche Differenzengleicbung von der in No. 2) ver- 
zeichneten nur in dem eiqen Gliede Kr differirt, die Form des Inte- 
grales von No. 2) aber bekannt ist, so liegt der Gedanke sehr aahe, 
einen Versuch darüber zu machen , ob man der Gleichung 1) niclit 
durch eine dem Integrale Zx ganz ähnliche Form genügen könne. 
Wir setzen daher hypothetisch 

112 2 3 3 tt » 

4) yx = Fx%x + fx%x + fxZx + ... + Fx%x 
\ 1 % ' ' 

worin %x * ^x * *•* %x ^e in No. 3) die partikulären Auflösungen 

der Gleichung 2), an die Stelle von den Goastanten <7 rC, ... C 
aber ebensoviele noch unbestimmte Foi^tioaeB von X'^t»fta^, wor- 
den sind. Bieraas ergiebt sich nun zuQäcbat, wenn o? r|-* 1 f ur x 
substituirt wird 

1 ,1 2 2. » « 

wobei wir ötatt Fx^ überhaupt Fx + JFx schreiben wolleiu Es 
wird dann 

* 11 2 2 «in 

yx-H = FxZx-H + Fx%xM. + ••• + Fx%»J^r\ 

11 2 2 » « 

+ ZxJH^Fx + «df+i^F« +.... + »xi^JFx 

hi^ setzen wir vm zu. vereinfachen 

'5) Zx+^JFx +'Zx^tJFx + ... + Zx^dFx = 
so dass nur übrig bleibt 

5* y«+i — FxZxJ^i + FxXx^t + .... + F«««+i- 
Lassen wir wieder a; um eine Einheit zunehmen und schreiben wie 
vorhin Fx + JFx statt F^+|, so ergiebt sidi ' 
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11 '2 i " n n 

112 2 s • 

4- Zx-^^F^ + Zx^^dFg + ... + Zx^^Fx 
wobei wir wieder die zweite Reihe = setzen. Es ist dann 

6) Zx-^iJFx + Zx^x^Fx + ... + Ix-^x^^Fx = 
und die vorige Gleichung wird einradier 

11 *i 'l n n 

®* y«+2 = FxZx-^ + FxZxJ^ + ... + FxZx-^^X' 

Wendet man wieder ganz dasselbe Verfahren an, so findet sich, dass 
unter der weiteren Bedingung 

7) Zx^z^Fx + Zx^zJFx + ... + ««+3^^* = 
die Gleichung gilt 

11 2 2 n n 

7* y«^-3 = FxZx^z 4" '«*«-i-s "f* ••• + '«««+3. 
Wie man auf diese Weise fortgdien kann , ist unmittelbar einleuchtend, 
und man gelangt so bis zu den Gleichungen 

8) Zx^^xJFx + ««^H»-^^f* + ... + «x+i-i^A = 

11 22 n n 

8* y«-H»— 1 ^= ^irÄ4?-Hi— 1 "h FxZx-^n-x + •». + ^Är«Ä-H»-i 

aus deren letzter sich noch ergiebt 

11 22 n n 

y«+fi = -P«««+n 4" FxZxJ^ 4- ... -f- FxZx^n 

112 2 n n 

+ ZxJtnäFx 4- Zx-^n^Fx + ... 4" ^x^n^Fx 

wenn man wieder a: 4" 1 für a? und Fx + ^Fx für Fx^ setzt. 
Substituiren wir nun die für y, , yxM , y«+2 » • • • • y«+« gefundenen 
Ausdrücke in die Gleichung 1), so findet man bei, gehöriger An- 
ordnung 

1/1 1 1 IV 

^«1«*+. + FxZx^^,^ 4- 0««*+»^ + ... + VxZx] 

2/2 2 2 2 V 

4- Fx \ «x+n + /^;«a:-|-n-i v + Qx^x^t^^n^ + . . . + VxZx / 

+ ^ ....;.. 

% In tt « » \ 

4- J;,. \Zx^n 4- ^*««-H»-l + 0»**+iH.2 + ... 4- ^t^x) 

112 2 n n 

+ Zx-^n^Fx 4" Zx^n^Fx 4" • • • • + »Jr+n^'« = ^ä- 

13 
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1 s * 

Da aber fi^x t «« 9 ••• 2« die partikularen Integrale der GleichuDg 2) 
sind, so befriedigt jede dieser Funktionen die genannte Gleichung; 
hierdurch annuUirt sich Alles, was in den Parenthesen steht und es 
bleibt: 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so lautet das Ergebniss folgen- 
dermassen: die Amiahme 4) wurde richtig sein, wenn man die n 
unbekannten Funktionen Fx so bestimmen könnte, dass sie den Glei- 
chungen 5), 6), 7), 8) uud 9) gleichzeitig genügen. Dies i^t aber 
immer möglich ; denn sehen wir in den genannten Gleichungen nimlich 



.t4.2^^x + Ä*+2^^x + ... + L+2^''* =^ • 



V 



10) { 



}Za:J^^iJFx + Zx^^i^h + ... + %x,^-w-^^Fx «= 
Zx^nJFx + Äx+n^lr + .,. + «x+n^^x = ^x 

die n Differenzen 

JFx , JFx , .... ^h 
als Unbekannte an, so sind jene Gleichungen sämmtlich vom ersten 
Grade und man kann daher jederzeit di«se unbekannten JDifferenzen 
bestimmen. Aus JFx erhält man nachher Fx selbst durch endliche 
Integration. Dass nun der so gewonnene Ausdruck 4) wirklich das 
allgemeine Integral der Gleichung 1) ist, ergiebt sich aus der Be- 
merkung, dass die Funktionen /«,/«, ... F« durch IntegratiQnea 
gewonnen werden, mithin jede eine wiilkührliche Constante bei sjch 
führt und folglich der Ausdruck 4) in der That n wiilkührliche Con- 
stanten enthält. Das Gesrnniatresultat unserer Untersuchiing besteht 
also in dem Satze, dass man das allgemeine Integral der Gleichung 
1) finden kann, sobald sich die partikulären Integrale der etnfucheren 
Gleichung 2) angeben lassen. Da Letzteres immer möglich ist, wenn, 
wie in §. 3. , P , Q , ... 7 , 1/ constante Coefiizienten sind, so folgt 
hieraus als £orroUar, da^« sjch die Differeozen^eidiuxiif 
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jederzeit integriren lasst. 

Nehmen wir beispielsweis 1*=«, 0=^^i>, n ^ 2, so gebt 
die Gleichung 1) oder die vorstehende in 

11) Vx+t + ay^+i + 4y, = r, 
über. Die einfachere Gleichung 2) wSre 

und ihre partikulären Integrale sind 

12) zs = At* , Zs « A,* 

wobei Aj und A, die beidcBi Wurzeln der quadratischen Gleichung 

13) A* + oA + J = 
beseichnen. Nach No. 4 ist nun 

14) y, = fJ^ + fJ^ = Fsl^x -f- hlt'' 
zu setzen und hier müssen Vx und F^ den Gleichungen 10) d. h. 

A,-+»z/>, 4- A,'+»^>x = F^ 
genügen; man findet daraus 

yik - 1 I^ ^l ^ l Vs 

' ~ ^1^1-^1) V ' " "~ A,(A,.A,) V 
und mithin durch Integration 

'■' = ^' + ii.u.-i.) ^ -^ 

p r' 1 v '* 

*^ - ' ' - *,(*,. i,) ^ -j^ 

wo (7| und (7, die willkührlichen Constanten der Integration find. 
Substituirt man dies in 14), so ergiebt sich 
18> y, = C,X,^ ^ C^ 

^ A|.A, -" A,* IT^. "V" 
als Yolbtindiges Integral der Differenzengleichung 11). Für F^ ^=^ g^ 
z. B., also 

13* 
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hrauchl inansich nur au erinnern, dass 

V £. _ 1 (a!-l 

" X'=~ (i->i)2 |a*-'. ;i*-*) 

ist und man erhält dann durch eine leichte Reduktion 

"^ "(1 - a;)(1 - Aj) "^ [(1 -A, )(i-Ai)]* 

oder wenn man die Werthe von A| und X^ selbst hinsetzt 

,. = «.( -'+v^ )f+c.(^i-g:s-y 

X a+2 



l + a + 6 (l+a+6)»- 

Diese Formeln passen übrigens nicht auf den Fall gleicher Wurzeln 
A| = A2; man hat dann statt 14) 

zu setzen, wodurch die Gleichungen 10) in die l'olgenden übergehen 



A.*+' 


^JFs + (»+2)i, 


*+'^F^ 


= V, 


hieraus findet sich 








1 


1 (« + l)Kr 


a 
, F» = 


1 F, 


mithin 








1 


- ^. V ^ 




X 


9 


-^'« + i-^v 




und als voUständiges 


Integral 






16) 


y, == r,^* + 


r^a^A,'-' 


i 


K-^^ (-+!/. + 


jrA,«^»5 





Für a =^ — 2Ü: , ( = ür^ hat man einfach il| = Ar zu setzen und 
damit das Integral von 
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Nach den im vorigen Paragraphen gegebenen Erörterungen kommt 
CS nur noch diifajuf an, Gleich migeii ¥an '.der Form ' . . ,! '«^ 

oder was auf dasselbe hinauskommt 

zu integriren, da man aus iliren Integralen leicht das Integral der all- 
gemeinsten Differenzenglejcbung ersten Grades und n»er Ordnung ab- 
leiten kann. In vielen Fällen nun ist hier die Substitution 

2) Vx+i '= VxVx 
sehr fördernd, wobei.]»., eine nodi unbekannte Funktion von x be- 
zeichnet. Man erhält nämlich aus. ihr der Reihe nach 
J/a+2 = fxMVx-^-i = VxVx+xyx 
Vx-^Z == Px^\Vx-\^2yx-H = VxVxMVx-^7,yx 



überhaupt für ein ganzes positives m 

Vx^m = VxVv'¥iVx^2 • • • -l^Ä+m-iya; 

oder nach der in §. 2. eingeführten Bezeichnungsweise 

m 

Durch Sub»titation dieses Ausdruckes für m ■= » , n — 1 , ... 1 
geht nun die Gleichung 1) iti eine andere über, welche eine durcb-^ 
gängige Hebung mit y^; g<^stattet, so dass noch ftbrig bleibt: 

3) [Px-^f-^i\ = Px\fx^n-^\ + QÄPx+n-z] + ••• + T^lV^ + t/,. 

Diese Gleichung enthält nun die eine Unbekannte pxl kann man letz- 
tere daraus bestimmen, so jfulirt die Integration der Ditferenzcnglei- 
chiiDg 2) sofort zur Kenntniss von yx^ nämlich es ist 

4) yx « €\pxS 
Diese Reduktionsmetliode tässt ^ch z. B. auf die sehr allgemeine 
Gleichung 

1 2 

' .... + n\XxJ^mVjx^i + K\Xx-k^^]lfx » '^ J.. .t. 
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anwenden, worin A , B , C , ... H »K constante Grössen sind und X 
eine beliebige Funktion von w beaeichnet. Die Gleichung 3) verwan- 
delt sich nämlich hier in die folgende 

... + J5riX^^«j"5>J + KiXs^Ji 
und dieser genügt man durch die Substitution 

worin X einen noch unbestimmten constanten Factor bezeichnet. Die 
vorstehende Substitution giebt nämlich Zunächst 

2. 

2 9 
d. i. [p«+i] = A*[Xa.+«uiH-23- 

Ebenso findet man weiter 

3 9 

^ iFa^-l-al = i*[X«+m-iH-8] 

4 4 
[p«+l] = A*[X,-H»^„+4] 



und überhaupt für eine ganze positi?e Zahl r 

r r 

Substituiren wir dies für r ts= n , n — 1 , •#• 2 , 1 in die Glei- 
diUBg 6) so geht dieselbe in folgende über 

.... + fiA[Xr+Jj[X^+nun-H] + IfEXn-J- 

Die Faktoiiellenprodukte, welche hier auf der rechten Seite Torkom- 
men, stehen unter der gemeinschaftlichen Form 

r n-r 

[Xar4.mjlXj.-j-m-rJ = Xj;-f mX;^m^Xa?-f.|ii_j • • • . Xj.+m-ivH 

X Xa;^m_|.X«4«i^4^ X«4iii_r*|-2 .... Xjp4-ii»_ii+2 

Man kann daher die Gleichung 8) mit [X«4.m] heben und es bleibt 
dann die Gleidkuog 
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Ä» = ilA«-« + Bl^^ + .-.. + ilA + K 
oder 

9) A» — i4A»-* — ITA»-* — ... — JfA _ a: = 
übrig, welche zur Bestimmilog fon A di^nt Nennen wir 

Af » Aj , Ai An 

die n Wurzeln der Gleichung 9), so sind nach No. 7. die Ausdrucke 

ebensoviele yerschiedene Auflösungen der Gleichung 6). Jede von 
ihnen flihrt nach Forn^el 4) zu einem Integrale der gegebenen DiRe- 
renzengteichung und mithin sind 

d. i. 

yx « CiÄ4*[X.HH»J , r,Aj*[XHH„J , ... c^'iXx^^^ 

die partikuUren Integrale unserer Differenzengleichung, wobei C| , C^ 
C^ , €^ , ... Cn willköhrliche Constanten sind. Nach der im An- 
ßinge rofi $. 4. gemaehteti Bemerkung giebt nuil die Summe dieser 
partikulären Integrale das allgemeine Integral nftmlich 

10) y, = \c,k,' + C,Aj* + ... + CU»*}[X*+m-J 

Kommen unter den Wurzeln Aj , A, , ... A» imaginäre oder gleiche 
Wurzeln toti s^ verQbrt man ganz m in §. 4. 

Nimmt man beispielsweis X = ^ und m = n, so geht die Dif- 
ferenzengleichung 5) in 

n-l it 

über, wofür man audi ftObi»efl>ltt kliüfi 

11) y^ = Ä[x]ys-i + Ä[xTyxli + ... + t[[J]ys.n 
und ihr Integral ist nach No. lö) 

12) yx = jc,Ai' + C,A,* + ... + C»An^[»] 

wobei Ai , A, , ... An ^iesdbe Bedeutung haben wie 4ort. Um 
die« auf einen numeHscbell FVdl ankuii^nden sei i4 == 2 , B =r 3 ^ 
n SS 2» so haben wir nach 11) 
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13) lu =». "iäf^Jx-x + 3a;(XTl)y;r-2 ■ 
die zur Bestimmung von Aj und A, dienende Gleichung ist 

V A^ — 2A — 3 =:^ a\ 
also Aj = 3 , A, » . — 1 und folglidi na^ 12). 

14) y, = jr,3* + r,(-irjM. 

Nimmt man z. E. j/i^ = 1 , yi = 4 , so findet man der Reihe nach 
aus 13) 

y„ = 1 , y^ = 4 , yj = 22 , y, = 204 , y4 = 2424 , 

und in 14) sind jetzt Ti und C^ so zu bestimmen, dass für x = , 
yo = 1 und für a? = 1 , yi = 4 wird; dies giebt die Glei- 
chungen 

1 = Ti + Cj , 4 = Ci . 3 — r, 

mithin C, = -|. , C^ = — \ und nun giebt der Ausdruck 
y^ = 1.2..a?[^.3* - X(^ 1)^1 ' 

in der That das allgemeine Glied der vorhin aus der Differ^nzenglei- 
chung abgeleiteten Reibe. 

Integration dttritli liesttnmte Intesral^. 

Sehr vortheilhaft ist es in vielen Fällen, di« Mc^ration einer 
Diiferenzengleichung ntif die einer Differenzialgleichung zurückzufuhren 
und so das Integral der ersteren in ein bestimmtes Integral zu ver- 
wand^la. Man kaj^m dies mitlielsf folgenden von Laplace angegebenen 
Kunstgriffs. Die gegebene DifT^reonei^gleidiung Bei. 

1) ^y^ + B.rJya^ + C^J^y^ + ... + X^^yx = 
worin Ax , Bx , Cx etc. Funktionen von x bezeichnen mögen , welche 
unter der einen oder anderen von nachfolgenden Formen enthalten 
sind 

ÄS (/o +'aia? + «1^* •+• ^^^ + 
{Bj, = &o + *i^ + Äj«* -f* J^a?' -f. ,. 
etc. 



'-> t: z 



jdu 



Ml 

oder 

14 3 

Ux = flo + «iM + fljM + 03M + ••• . 

3) 13 3 

{Bx = fto + *i[jr] + 6,[a?] -f- ftjtx] + ... 
etc. 
Findet nun das erste statt, so setze man 

wobei o; als Constante in Beziehung auf die nach u zu verrichtende 
Integration dient, v eine noch unbekannte Funktion von u allein be- 
zeichnet und die vor der Hand noch unbestimmten Inlegrationsgrän- 
zen für u von x unabhängig sein mögen. Man hat nun zunächst 

Jys ^ / e-<'^^>h) du — /e-'^du = / tr^(r^—l)vdu 
^y, r=: /e-^»+*>(er* — l)vdu — /e-^«(e-*— !)«;< 

■/- 

^»y^ = I e-^\e-^—\)h)dH , ^*yx = / e-^(r^—l)*vdu 

Substituiren wir dies in die Gleichung 1), welcher wir nach No. 2) 
vorerst die Form 

=3 (og + «1^ + öjx* + .. .)yx 

•+ (V + «1«? + ci-*"*' + "'y^^ 

+ 

gebeiL, so.haI|rfn.,wir jMinad^t 

+ /(\ + ^1« + M* + ...)«-*^.(<r*'— l>dtt 



ebenso 

etc. 



tos 

4- / (c« + ci* + «j^* + ...)tr'<'(e-*—l)h)du 



,ß 



+ 

wobei die Faktoren a, -f~ ^^ ^^^' 9 ^o 4~ ^1^ ®^^- f • • ui^^i* <^i^ In- 
tegralzeichen gestellt worden sind, weil sie nicht von u abhängen und 
folglich in Bezug auf die angedeuteten Integrationen als Constanten 
dienen. Vereinigen wir alle Integrale und ordnen nach Potenzen yod 
X, so wird 

/ [«• + 6i(e— -1) + €.(€-*— l)^ + ...]ir-^ 

r H- tai + 6i(€-^-l) + C|(€"«-l)« + .-]^«-'* 

""y )+ f^ + We^-\) + c,(€rH»_l)» + ...>^e-« 

Bezeichnen wir ferner r*^ mit cv, so ist 

xe"** = 7- , x^tf"^** s= + -j-=- , u. s. f. ' 

Substituiren wir dies in die vorhergehende Gleichung und setzen zur 
Abkürzung 

o. + \(€-^—V) + c,(r-»— 1)* + .... =- M 

5) ai + 6i(<^— 1) + q(<^— 1)* + .... = i^ 



so wird 

•>•=/*!«"-" s + 'S -• ! 

wobei der höchste Index der successiven Differeoziationen mit dem 
Exponenten der höchsten in den Gleidiungen 2) voriKommenden Po- 
tenz von X zusammenfallt. 

Stehen dagegen i« , B« , (7« ... (ntfet der in No.'S) verteidi- 
neten Form, so setze man 

^) y* =* 

es wird dann zunächst: 



s / t4*ü du 



t«« 



Substitairt man dies und die Gleichungen 3) in No. 1), So wird nach 
gehöriger Ordnung , 

/ [«0 + V«-l) 4: «.(M-l)' + ...]«« 

« ßdu !+ [o, + t|(«-l) + «,(«-!)» + ...][a?W 

^ (+ [«, + 6,(«-l) + «,(«-1)' + ...jt»!».* 

+ . . . 

Andererseits ist für n' = oi, 

Substituirt man dies und setzt gleichzeitig 

I 0, + 6,(«-l) + «,(11-1)» -f- .... = Jf 

8) jtt[a| + *j(«-l) + e,(u-l)» + ....] = N 

U*[«i 4- *.(«-!) + «,(«-!)» + ....] = J» 

so erhilt man ganz wie vorhin 

nur dass hier t?, cd, Jlf, i^i P» ... eine andere Bedeutung wie in 
6) haben. 

Um nun aus der vorstdienden Gleichung die unbekannte Funk- 
tion t> und die Granzen der Integrale 4) und 7) zu bestimmen, ver- 
fahren wir folgendennassen. Durch partielle Integration ist 

i9)jvdu.N AT - ^y -AT ^•^ -J -diT^y *r ^« 
^ rd(Nv) - 

= ifipai — # — ^ — cü(m, 
ferner 



^d(Pv) dio 



du du 



für das Integral rechls kann iDtTii aber setzen 

d(Pü) 
du 



also wenn man dies Substituirt 

11) iväuP^ 

Eben so leicht findet man weiter 
. 12) 



dio P{ 

= -1, -j - 

rechts kann iDtTii abc 

is Substitui 
1) /»d 

/ ^d\Po) 
,^ , d*w rf((?o) dw , d\Qv) - PdKQv) 

.... /«V 

u. s. f. 
und wenn mau dies Alles in cKe Gleiohuag &) oder « 

,, »= / vduMct^ + /v.duN -^ -f. /v4uP -^ + .... 

substituirt, so nimmt dieselbe folgende Form an 

=r / (Mv)u^du .... 

. /v / fdiNv) , 

+ (iVi>)w — / — 5 — WdM 

"» J *♦ 

+ <'''') i;i--^"^+J -dir- *•"'- 

+ ^^"^ dj? - "AT dir + ^ii?- •- -y -Äi?^ '-^« 

wofAr man bei besserer Anordnung schreiben kannf 



lüdu 
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13) =y \(M.) - -_i. + -^ _ j «*. 

H<^"^-^+ • • • ••!£ 
+ . . 

Dieser Gleidiung genfigt man offenbar, wenn man setzt 

-) h-^+ l£ = o 







Hier diei^ duh die Differenzialgleiehoiig 14) zur Bestimmung der 
FiBuklioa v; deno entwickelt man die Differenzialquotitoten 

—3 — , \ etc. nach der bekannten Regel für die Differenziation 
du \ Chi 

der Produkte, so geht die Gleichung 14) In die folgende über 



+ 1 



du^ ^ du du^ du^ i 



r du ^ rfti» - ■ ' •• 1 du 

+j,.ffl+. . . . . . , -^ 



<{u* 

. =: 



und hier ist alles in den P>arenthe9en Stehende bdouint und folglich 
kante man die Gleichung kurz in der Form 

du ' du* 

darstellen, woraus man sogleich ersieht, dass es sich hier um eine 
gewöhnliche Differenzialgleichung handelt, deren Integration zur Kennt- 
niss von v Tührt. 

Es ist nun auch nicht schwer die Bedeutung des Gleichungensy- 
stemes 15) einzusehen. Hätte man nämlich statt 



gesetzt 



Ifx = / er'^du und yx = luFvdu 

y^ß Pß 

0-^0 du und y, = # u*ü du 



wo a und ß die noch unbekannten Integralionsgränzen sind, so würde 
man bei den partiellen Integrationen in 10), 11) und 12) ebenfalls 
diese Gränzen einführen und also in denjenigen Bestandtheilen der 
Gleichungen 10), 11), 12), welche kein Integralzeieheii besitzen, statt 
II die Werthe m = /} , u &=$ a substituiren und yon den Resoluten 
dieser Substitution die Differenz nehinen müssen. Aus jenen vom 
Integralzeichen befreiten Partieen der Gleichungen 10) 11) 12) be- 
steht aber das GleichungensysteiQ 15) und mithin bezieht es sich 
nicht auf unbestimmt yeränderliche u, sondern auf ganz bestimmte «, 
nämlich die Integrationsgränzen in den Werthen Ton y«. Führen wir 
daher in die Gleichungen 15) den aus 14) bestimmten Werth von r 
ein, so yerwandeln sich dieselben in Bedingungsgleichungen für n 
und indem man sie nach u auflöst, erhält man die Integrationsgrän- 
zen für u, Heissen dieselben etwa 

u ^ a , ß , y , X , K 

und sind deren n, so bilden die Ausdrücke 



yx = j vff{ß , u)du , / f?5p(ar , i«>lii , 



M» 






worin g>{x , u) eatweder e"** odi?r ti* l>edeatet, eine Reibe von par- 
tikulären Integralen der Differenzengleichung 1) , und man erhilt j^t 
als allgemeines Integral derselben 



==• ^1 / ^^^^ > **)^ + ^i / ^9^'^ » **)<^** + . . . . 

^ / !?(gp(a? , t4)rfii + C^ I v(f{x , u)dv. 



ß 
• • • . ^ C>ii 

Um das Detail dies« ausgezeichneten Integrationsm^ode zeigen zu 
t, weilen wir dieselbe auf eine Partie widitiger Beispiele an-^ 



Beispiele Biir vorigen HEetliode. 



L Die gegebene Differenzengleichung sei 
1) — a?y« + ^yx = § 

oder wenn man ^^^4^ — y« für Jy» substituirt 

. 2) yx+i = (« + i)y« 

so hat man durdi Yergleidiung ron 1) mit i) und S) des vorigen 
Paragraphen 

0^ = 0, «1 = ^1,0, = il|....«r 

6, = 1 , 6j = , 6, = A, ... = 0. 
Setzen wir nun nach No. 7) 



'ß 



so ist nach No. 8) 

lf=ti— 1,\Y=— t«,P=0 .... = 0. 
Pie Gleichung 14) reduzirt sich jetzt auf die sehr einfache 

du iu ^ .dm 



d. i. vermöge der Werlhfe >'on M und N 

dt) . dv 
V = — ^- öder — = — an 
dn V 

hieraus ergiebt sich durch Integration, wenn man die Integrationskon- 
stante mit W bezeichnet 

Iv ^ — u + IC und V = Cr^ 
und mithin 



y.v =- C in' 



fe-^du. 



Substituiren mr den Werth Ton v in das Gleicbungensystem 15) « so 
wird wegen w = m*, 

— uCer^u^ ^ oder ii*+*«r-« ^ 
und diese Gleichung hat für o; + I ;> zw€i Auflöswigen, näiaUch 
11= und II = OD, indem man sich leicht überzeugt, dass fiir lüi- 
endlich wachsende ii 



wird. Wir haben daher für a? > — 1 

»OD 

3) y^ = C fi^e-^du 



X > - 





als Integral der Gleichung 1). Diese Darstellung von ys bietet den 
erheblichen Vortlicil , nicht auf positive ganze x beschränkt zu sein ; 
erinnert man sich an die Definition der Gammafunktion 

uf*-^e ""du 








so erkennt man auf der Stelle die Beziehung 

y* == Cr(x + 1) 
woraus für ganze positive x dasselbe Integral wie früher, nämlich 

ys = C. 1.2.3. ..X = C[x] 
hervorgeht. 

II. Um ein allgemeines Beispiel zu haben sei 
4) (Oft + a^j:)y^ + (b^ ^ b^s)Jy^ + (c« + Cia?)^»y, = 
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die zu integrirende Differenzeagleichung. SeUt man nach No. 7) in 
§.6 

$o ist nach No. 8) ebendaselbst 

5) M = a^+ *.(t«-l) + ci(t«-l)« 

6) JV = |«i + 6i(«-l) + Ci(«*-1)^ % 
p = . . . . = -0. 

Die zur Bestimmung von v dienende Gleichung 14) yerwandelt sich 
jetzt in 

iv du ' du 

d. i. 

{Mdu — dN)o =: Ndo 
oder wenn man die Variabelen sondert 

M . dN dv 

Das Integral hiervon ist, wenn die willkührliche Constante der Inte- 
gration mit IC bezeidmet v?ird. 



/ 



^ du — IN^ Iv -\- IC, 



woraus man als Werth von » erhilt 






Bezeichnen wir / -^ du zur Abkürzung mit .17, also 
1\ ü ^ r ^ 4- >«(«-!) + <»(«-!)' du 

^««'undv.^y^ 



SO ist jetzt 

» = -^ «^ und y« 3= / -^ t^%^iu 
od«r 



14 






'^ "^^ Jl+hiuX) 



+ q(K-l)> 



Zur Bestimmung der Integrationsgrinzen dient das Gleichiingensystem 
15), welches sich auf Nvw = d h. 

9) jöf + 6i(^-l) + ci(w-l)^ ti*+*e^ = 
reduzirt Will man statt dieser Formeln lieber solche sehen, welche 
sich auf die bishmge Daistdhmgsweise der Differenzengleichungen 
beziehen, so setze man in No. 4) 

^Vx = y«+i — Vx 
^Vx = y«+2 — 2yx+| + y^, 
es wird dann 

joe — i% + Ca + («1 — 6i + Ci)ar|y* 

+ j^ — 2cb + (»1 ~ 2c)j:j yH4 + j<» + «i«J y*+i — 0. 
Hier nehme man weiter zur Abkürzung 

dt — 6. + Co = «5 » «t — *t + <?i = Ä 
6, — 2(^ = cfi , 6| — 2C| = /?! 

so wird unsere DifiTerenzengleichung : 

' 10) (a, .+ ße^}yx.+ («1 + ÄJ^)»*4^ + («1 + ft^)y*+» -= 
und durch dieselben Substitutionea erhalten wir statt der Eormehi 
7), 8) und 9) die folgenden: 



^^^ TT ^ C ^^ ^ «i^ + «a^^ rf« 
13) j/?^ + ÄU + ftti^ H*+«^^ = 0. 



1. Wendet man diese Formeln zunächst auf den sehr ein- 
fachen Fall 

14) «»« — y*+i = oder y^^+i = jry^ 
an , so hat man 



Sil 






und da die Gleichung 13), nämlich u*"*"^e"~* == nur die beiden Auf- 
lösungen K = 0, tf =s 00 hat, 

ICX) 

15) y, = C I u'-^r^äu = Cr{x). 






'0 

2. Ein zweites Beispiel für die obigen Formeln liefert die Dif- 
ferenzengleichung 

16) ^* — («+»)»*+! = O.Oder j^+j = j^ y« 
worin m eine beliebige positive Grösse bezeichnet. Es wird dann 

ü ^ T-^ du ^ Ki^ur 

iP = (1:-W)« , V* «: (7 /^^\l-Uy^Hu. 

Die Gleidiung 13) nämlich 

hat die zwei Wurzeln u = , u = l und mithin ist 



= C /w^-Ki-u] 



17) y:, = C /tt*-Hl-wr-*rftt 





wofür man nach einer bekannten Formel der Gammafunktionentheorie 
•u«h 

_\. r(af)r(m) __ ^, rix) 
^* "" '' r(Ä+m) ~ ro»+iii) 

schreiben kann. Ist m eine ganze positive Zahl, so lässt sich die 
obige Integration leicht ausfuhren und giebt 

_ ^ ' c- ^ C 

y' - x(jr+l)(a;+2)-..(J7+»i.l) " [s^m-\\ 

3. Wir betrachten noch die bemerkenswerthe Düferenzen- 
gleicbung 



ei2 

18) xya; — y«+j + xyx+j = 
oder y«+j = a?(y« + yor+j). 
Sie giebt nach den Formeln 11), 12 imd 13) behandelt 

U r=3 / -z-- — 5 = — Arctan u 

J ^+« 

mithin ist 

eine partikuläre Auflösung derselben, bei welcher die Integrationsgran- 
zen durch die Gleichung 

(1 4- w«)ii*+«e-^'-«^«»« =0 
bestimmt werden. Da Ar^w^ u niemals unendlich, folglieh t-^*'^^^ 
nicht Null werden kann, so reduzirt sich diese Gleichung auf 

(1 + «^)w*+* = 
und ihre Wurzeln sind 

U = , W = + yfT , U = — V^ 

wobei wir ^^ zur Abkürzung mit t bezeichnen wollen. Die parti- 
kulären Integrale unserer Differenzengleichung sind demnach 

woraus sich als allgemeines Integral ergiebt 

Um hier die imaginären Integrationsgränzen los zu werden, setzen wir 
im ersten Integrale w = (+0* ^'^'^ ™ zweiten w = ( — t)s, wobei 
5 die neue Variable der Integration bezeichnet. Statt der Gränzen 
u S8 , ti = 4~*' treten dadn im ersten Integrale die folgenden 

(+t> = , (+ 1> = 4-t d. h. 5 = , « =^ 1 
ein und ebenso werden die Integrationsgränzen des zweiten Integrales 
und 1. Ferner ist im ersten Integrale 

ArcXan u = ArcXan {$i) = t-j-M , _, [ 



ms 

und im zweiien 



Ärctan u = Araan (— «) = — t-^-f I yzi; 1 
wobei wir zur Abkürzung 

setzen woUen. Nach diesen Bemerkungen erhält man leicht 

Ferner ist aber 

und wenn man beiderseits auf die «»• Potenz erhebt 

und wenn dies in den Werth von y* subatituirt wird, 

,.=c r^, .■+"-«* +<^'Y"s •-<*''^'"'"- 

Zerlegt man die imaginären Exponenzialgrdsscn in Cosinus und Sinus, 
so wird hieraus 

^. ^C' — C'Of / iT^ «•»(-!-«« - d« 
. • *^ , 
»vobei wir C + C" mit C. und (C - C")i mit C, bezeichnen 
wollen. Das so erhaltene vollständige Integral 

y"" da 

ist «brigens noch einer bedeutenden Transformation fiUug, welche 
darin besteht, dass man die «ur AbkiJrzung eingeführte Grösse t als 
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neue Variable ansieht und demgemäss s durch t ausdrüdbt. Aus der 
Gleichung 



Hm 



folgt nun zunächst durch Differenziation 

TZ:j2=dt, 
ferner, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergebt 

Den Werthcn s = und » = 1 endlich entsprechen die Werthe 
t =s -|-Z1 = und t = -^K-^) = OD. Nach allen diesen Bemer- 
kungen wird nun 

19) y^ = c. yY|=^y~*co«(i7rx-OA 

Es kann übrigens vorkommen, dass die Integrationsmethode, von wel- 
cher wir hier Beispiele gegeben haben, nidit zum allgemeinen Inte- 
grale der aufgestellten Differenzengleichung führt, und zwar tritt dieser 
Fall ein, wenn die zur Bestimmung der Integrationsgränzen dienen- 
den Gleichungen nicht soviel Wurzeln besitzen, als zur Formining al- 
ler partikulären Integrale nothwendig sind. Ist z. B. die Differenzen- 
gleichung von der nten Ordnung, so müssen jene Gleichungen n + 1 
Wurzeln haben und heissen dieselben A^ , X^i , A, , ... A», so kann 
man allerdings n partikuläre Integrale erhalten nämlich 

C^ f uHdu , C^ f n^vdu , ... Cn / Wv du, 

dies würde aber nicht mehr möglich sein/ wenn die Anzahl jener Wur- 
zeln weniger ah n + 1 betrüge, was dann immer ein ZetdiMi ist, 
dass es particuläre Integrale jener Differeaz^gleichuiig giebt, die «ich 



MS 



lassen 



Dicht unter der Form iu'vdu oder i e^^v du darstellen 

und also auf anderem Wege gesucht werden müssen. Sei z. B. die 
gegebeine Differenzengleidiung 

ys + ^yx^ — y*+2 == 

20) oder y^+j — y* = i»Sr«-f i 
so ündet man mittelst der Formeln 11), 12) und 13) sogleich 

und zur Bestimmung der Integrationsgäuzen dient die Gleichung. 
Diese hat nur zwei Auflösungen, näwUcb u ;= » « s=3 od, so das« 



21) ys ^ C /i«*-'e-(»-r)df4 



wird» was aber nur ein partikuliresi Integral ist. 

In solchen Fällen muss man sich einer anderen Integrationsme- 
thode bedienen, wie z. B« der im folgenden Paragraphen auseinander- 
gesetzten. 

lat^dmü«!! wM HUfe wnenilUcher Ifteilieii« 

Da es in vielen Fällen, wo nicht in den meisten, nur darauf an- 
kommt, den Werth von y» für ein ganzes positives x zu ermitteln, 
so liegt der Gedanke nahe, die unbekannten Grössen ye^Vi^ys^ya»*.^ 
als Cceffizienten irgend einer Reihe anzusehen. Setzen wir etwa 

i) H = yt + ytt + y,r* + y,^« + ...• 
so ist klar, dass u eine gewisse noch unbekannte Funktion von t sein 
Wird; könnte man die Form derselben finden, so wäre auch y« leicht 
zu bestimmep, denn e$ wäre d^nn in Folge des Tbeoremei von Mac 
Laurin 



2) yn 
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1 OHi 



1.2.3...n dr 

wobei nach geschehener Differenziation f = O.zu setzen ist Die ge- 
gegebene Differenzengleichung, aus welcher ursprünglich y» oder y« 
bestimmt werden sollte, bildet nun offenbar .eine Rekursionsformel 
zwischen den Coeffizienten y9,yi,y2> ••• und es wird läufig glücken, 
aus dieser Rekursionsformel eine Eigenschaft der Funktion u abzulei- 
ten, welche zur Bestimmung dieser Funktion selbst hinreicht; spricht 
sich diese Eigenschaft iler Fui±tion ti in einer Differenzialgleichung 
aus, so erhält man durch Integration derselben zunächst u und dar- 
auf yn mittelst der Formel 2). Das Technische dieses Verfahrens wird 
man aus den folgenden Beispielen ersehen. ' 

1/ Die gegebene Differenzengleichung sei ganz einfach 
3) yx = (x + l)y^+| oder y, = (n4- 1)^^-1 
so erhält man durch Multiplikation dwselben mit (* und durch nach- 
herige Addition alles Dessen, was für n=0, 1,2,3,... zum Vor- 
schein kommt, 

y« + yi^ + Vit^+yz^^ + • •• 

== Vt + 2y,f + 3ysf* + ^y^t^ + .. .. 
Setzen wir nun wie in No. 1) 

<« = y« + yi' + y«^* + yt^' + .... 

so folgt durch Differenziation 

5^ = yi + 2y,r + 3y^« + 4y,t^ + .... 

und wenn wir diese beiden Werthe in die ?orige eieichung substi- 
tuiren, so geht letztere in die Differenzialgleichung 

du 

dt 
über-, aus welcher durch Integration 

u = Ce^ 
folgt , wenn wir mit C eine beliebige Constante bezeichnen. Die For- 
mel 2) giebt nun für t = 

*> y = 1.2.3.. .n 
was in der That das Integral der Differenzengleichung 3) ist. 
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II. Um dt« etwas dl^meinere Differenzengleichung 
5) !+*.= (» + l)yn+, 
zu iategriren, multiplizirea wir wieder mit f, setzen t = ,1,2, 
3 , ... und addiren Alles; es wird so 

l + « + t« + /» + <« + ... 
+ »• + yit + »!*' + Ä»* + •••• 
== »1 + 2^1* + 3»«** + 4y««» + .. . 
d. i. wenn man di« erste Reihe Units summirt, was fOr f '< 1 leicht 
geschehen kann und darauf £e Substitution 1) Tomimmt, 
1 , du 

r:i + « = Ä- 

Um diese Dieffrenzialgleichung zu integriren, setzt man w-s= vif, wor- 
aus man erhält 

J iv 

l-t~ *^ dt 



=/Ä- 



+ C 
und mithin 

6) u =: C^ + ^ 



^/Ä- 



Die Integration rechter Hand ist leicht auszuführen, wenn man die 
Reihen ffir - — und tr* mit einander multiplizirt und Alles nach Po- 
tenzen von t ordnet; man findet so 

+ t(> + T + 4 + 7)'' + -] 

vobei überhaupt m' zur Abkürzung für l.;2.3...m gebraucht worden 
ist. Es ist nun leicht y» zu finden, wenn man sich erinnert, dass 
y« den CoeiBzient von f^ darstellt; setzt man daher für ^ die gleich- 
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geltende Reihe, multipliiirt und ordnet Alles nadi Potenzen ton t, so 
giebt der CoefSzient von f geradezu das gesodtfe y», 

III. Ein etwas complizirleres Beispiel ist das folgende. Es sei 
7) »Vn + (n + l)y,+4 

= y«y« + ytifn-i + yjy—i + ••• + »»y« 

so ist durch Multiplikation mit (" und durch Addition alles Dessen, 
was für n = , 1 , 2 , 3 « ... zum Viurscfaeiii kommt: 
yi« + 2y,<» + Syjt» + ..... 
+ yi + 2y,t + 3y,»» + 4^4»» -f- .... 

= yey« 

+ (y«yt + yiy«> 

+ (yoyi + yiyt + yjy«)<* 

+ d/tVt + yiy» + yjyi + yay»)«' 

+ 

Nimmt man yneder die in No. 1) bezeichnete Substitution vor, so ist 

die erste Reibe links ss ^ ---, die zweite = -7- und die Reibe auf 

dt dt 

der recbten Seite = u^, und es wird folglich 







(t + 1) 


du , 


oder 












du 


dt 

- l^t 


woraus man sogleich durch Integration 




n 


= c- 


-?(l+0 


und durch 


Umkehrung 


" 






8) 


tt = - 


1 



erhjklt. ; Diese Reihe ist leicht nach Potenzen von t zu ordnen , indem 
man zunächst 



H = 



€ ^ m + 1} 



21» 



"" C "^ (7* "^ C» "^ C* "*" •"• 

setzt und darauf jedes einzelne Glied in eine nach Potenzen voa t 
fortschreitende Reihe umsetzt. Zu einem compendiöseren Ausdrucke 
gelangt man aber, wenn man die bekannte für ein positives a gel- 
tende Formel 



i-f- 



OD 





in Anwendung bringt, indem man ä = C— /(1-f-r) setzt, was jeder- 
zeit erlaubt ist, da man f jederzeit so klein und nöthfgenfalls nega- 
ÜT nehmen kann, so dass C— 1(1 -fr) positiv ausfallt* Es wird 
dann 



'jF 



C-.((l+i;>^^ 



d. i. kürzer 



9) •• = /(] 



OD 



'0 

Die Formel 2) giebt jetzt für I =^ , 



10) 



yn = / s(«-l)(>-2).,.(g>ii-l) ^ 

J ' 1.2.3....« ^ ""• 



^0 

Man kann die hier postulirte Integration leicht ausführen, wenn man 
das Produkt 

«(»-i)(Ä-a)....(»-trT) 

= Ä.Z - i»-* + i«*-» -.... + (-l)-*i,^« 
setzt und jedes einzelne Glied intq^rirt. Man findet so 
1 • 1 * 1 * 

*» = 'O^ ^~1^^ '^ n(n-l)(>-» "** "" •• • 

wobei die durch A beieichneten Zahlen mit den Fakultätencoeffizien- 

t^i' identiBch sind. 

Es TenH^t üiitigens nodi erinnert zu werden, dass die so eben 
austeinandengesetzte lategrationsmeth^de unter Umstanide» auf unrich-- 
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tige Resultate führen ' kann. Die Gleichung 1) nümlich , vpn welcher 
die Rechnung ihren Auslauf nimmt, ist eine rein hypothetische und 
beruht namentlich auf der Voraussetzung, dass die Reihe y^ + Vtt 
+ ^2^* + • . . wenigstens innerhalb eines gewissen^ anf t bezuglichen 
Intervalles convergire ; entschieden unrichtig aber ist jene Gleichung, wenn 
die iqRede stehende Reihe für alle t divergirt, weil eine divergirende 
Reihe keine bestimmte Summe hat und ebendeswegen keiner bestimm- 
ten Grösse u gleichgesetzt werden darf. Ob nun jene Reihe conrer- 
girt oder divergirt, lasst sich a priori nicht entscheiden, da ihre 
Coeßizienten unbekannt sind« und man muss d^her am Ende der Rech- 
nung a posteriori die^e Untersuchung fähren oder kürzer eiae einfache 
Probe machen, ob in der That der gefundene Werth von ^n^er ge- 
gebenen Differenzengleichung genügt. Wäre z. R. die Differenzcn- 
gleichung 

zu integriren, so ist durch MultipUkation von t^ und Addition für 
w = , 1 , 2 , 3 , .... 

yi + yit + vtt^ + y^t^ + 

= ^ jyi + ^y%t + Syat* + 4^4^«+ ...j 

d. i. unter Voraussetzung von « = y§ + yi* + yjt^ 4: •••• 



t ^ dt 



hieraus erhält man zunächst 



dt du 

"3- = 



ferner durch Integration beider Theile 



und daraus 



C--i= l(u-y^) 



«« = ff* + «^.e~T- 



Es wäre nun y» der Coeffizient von r in der Entwiekdimg dieses 
Ausdruckes nach steigenden Potenzen von n; eine, solche Entwicke- 

lung eiistirt abor gar nicbt, wie dem Ausdrucke fT Meht anzuse- 
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ben ist, und daher kommt man hier zu keinem Ergebnisse. Diesies 
anscheinend befremdliche Resultat erklärt ^ich sehr einfach aus der 
Bemerkung., dass y» s= (7.1.2.3.,(n-l) das Integral. unserer Diffo- 
renzengieichung ist und die Reibe t + 1.^^ + 1.2.1' + 1.2.3.;^ 
+ ... mithin auch die Reihe y^ + y^t + y^fl + y,f» + ... für 
alle / divergirt; es war mithin die Voraussetzung, dass diß Summe 
dieser Reihe eine bestimmte Funktion u von t sein sollte, eine völlig 

unrichtige. Setzt man dagegen y^ == --7, so geht die gegebene Dif- 

... Zn 

ferenzenglcichung in die folgende «»= (n + l)Zn^i ö'>er, welche for- 
mell in der in* No. 3) behiandelten nicht verschieden und hack dem 
besprochi^nen Verfahren integrirbar ist 

Die bisher entwickelten Integrationsmethoden enthalten alle die 
Mittel, deren man sich zur Zeit bedienen kann, um Aufgaben über 
die DifTerenzenglfeicbungen zu lösen. Man wird von selbst bemerken, 
dass keine dieser Methoden ' eine vollständig durchgreifende und unter 
allen Umstanden zum allgemeinen Integrale führende ist und man 
kann daher nur wünschen^ dass eine solche Methode noch erfunden 
werden möge. 'Noch' ungleich fühlbarer ist dieser Mangel eines allge- 
meinen Verfahrens in dem Falle, wo die Differenzengleichung den er- 
sten Grad übersteigt; eine nur einigermassen allgemeine Methode zur 
Integration derartiger Differenzengleichungen existirt bis jetzt gar nicht 
und man muss daher in jedem einzelnen Falle durch einen besonde- 
ren Kunstgriff, wie ihn eben die Natur der gegebenen Differenzenglei- 
chung zulässt, die Integratfon zu ermöglichen suchen. Glücklicher- 
weise kommen Differenzengleicbungen höherer Grade nur so äusserst 
selten vor, dass die bezeichnete Lücke der theoretisöhen Wissenschaft 
keinen bedeutenden Nachtheil für die Praxis herbeiführt. 

lliirerensEenylelebiuigen mit swei unabhänyli^en 
Tarlablen. 

Sowie man jede Differenzengjeicbung mit einer unabhängigen Va- 
riablen als die Aufgabe betrachten kann: „aus einer R^ursionsfpr- 
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mel zwischen einigen der Grössen y« , ^i , ^i > ••• y« , y^r+i etc. 
die independente Form Tön y« hcraileiten^', so Ilsst sich auch jeder 
DiBerenzengleichung mit zwei unabhängigen Variablen eine Uinliche 
Bedeutung unterlegen, welche von der Betrachtung der Reihen mit 
doppeltem Fiiigange hergenommen ist Eine solche Reihe bilden z. B. 
die Binomialeöeilizienten, welche in der nachstehenden TabeUe zusam- 
mengestellt sind. 
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Hier enthält die erste Vertikalreihe links (1 , 2 , 3 , . . o?) die Exponen- 
ten und die erste Horizontalreibe (l ,2 ,d , ... t) die Indices, so da^s 
also jfiB , t den Coeflßzienten von a^ in der Entwickelung yon (1 + a)' 
darstellt. Die obige Doppelreihe ist gebildet mittelst folgender Re- 
geln; erstlich ifindet die Relation 

1) ya^+l * i+t = y« * <+i + y« M 

statt, zweitens ist immer y» » $ =» li welchen W^lh x haben möge 
und endlidi y^, t^^ 0, sobald 1 ^ jr>wird. Hier kann man nun 
die Aufgabe stellen^ aus der Rekursionsformel in Nov 1) die indepen- 
dente Form von y^. , t herzuleiten und diese Aufgabe ist keine amdere 
als die der Integration der Differensengleichung 1), welche zwei un- 
abhängige Variablen {x und t) besitzt. Auf gleiche Weise lässt sich 
jede Differenzengleichung zwischen zwei Variablen interpretiren und 
zugleich ersieht man leicht, dass jede derartige Gleichung, wenn sie 
vom ersten Grade und der nten Ordnung sein soll , unter folgender 
Form enthalten ist: 
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+ Ä"y*,i+i + ••• + r"y*+»,i+,) 



= 



worin P,Q,..T ,0* , R*..r , R".,T* , ... I<») Funktionen von x 
und t bezeichnen. Da es keine allgemeine Methode zur Integration 
dieser Differenzengleichung giebt, so wollen wir wenigstens dasjenige 
Verfahren auseinandersetzen, welches den direktesten Weg zur Inte- 
gration selbst einschlägt und in den FUlen» wo die Gleichung nicht 
gar zu complizirt ist, auch gewöhnlich zur Kenntniss von yx,t führt. 
Dieses Verfahren besteht ganz einfich darin, der Reihe nach yx,i9 
yx,i»yx,t » etc. zu bestimmen, daraus durch Induktion die Form 
von yx^t zu erschliessen und über die Richtigkeit derselben durch die 
gegebene Differenzengleichung selbst zu entscheiden« Es wäre nicht 
schwer, diese Methode, in Zeichen genauer darzustellen, da aber die 
hiermit verbundene Weitläufigkeit der Deutlichkeit wenig nützen würde, 
so ziehen wir es vor«, dieselbe an einigen Beispielen zu erläutern. 
L Es sei folgende Doppelreihe gegeben. 
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in welcher ersUich die Beziehung 

2) y,+i;i+t = yx,r-H + (ä?H-Oy*M 
statt findet und ausserdem y,,o = 1 »* ^ \^^ ^ ™d Vx.t 
sobald t = X wird. Nehmen wir zuerst t = 0, so folgt 



= 0, 
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d. h. ^yjp,| = a? 
und hieraus folgt sogleich w^en Jx = 1 

3) y... = 2a. = ^^ + C. 

Die Constante ist aber Null, weil überhaupt y^^t = ist und unser 
Ausdruck für ic &= 1 sich Yon selbst annuUirt Nehmen wir jetzt in 
No. 2) r = 1 ; so folgt unter Benutzung des so eben gefundenen 
Resultates 

(a? + l)a?(x-l) 
d. 1- ^y«,j = 2 

und daraus ergiebt sich durch Integration 

*y y«i» — 2.4 

wo keine Constante hinzuzufügen ist« weil y^,^ = wird, wie es 
sein muss. Aus No. 2) folgt weiter für r = 2, 

»*+i,8 = y*.H + (a? + 2) ^ 2,4 — ^ 

. . . (a? + 2)(a; + l)a;(a?-I)(a?-2) 
a. 1. ^ff«,8 ;=. 2TT 

und durch Integration 

_ (a? + 2)(j: + l )a;( a;-l)(x-^)(^-3) 

ö) y«,8 — 2T4:i^ \ :"• ^ 

Vergleicht man die Ausdrücke für ys,i , y»^^ , y«.s in No. 3), 4) und 
5) mit einander, so sieht map sich zu der. Erwartung berechtigt, dass 

6) ys.i « 2.4,6...(2f) 

sein werde und da dieser Ausdruck in der That die gegebene Diffe- 
renzengleichung befriedigt , so bildet er das gesuchte .allgemeine Glied 
in der aufgestellten Doppelreihe. 



II. Die nadistehende Doppelreihe 
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ist nach folgenden Gesetzen gebildet: man hat erstlich die Rekur- 
sionsfonnel 

ferner ist y«,i = 1 und y«,i = 1 w«™ t = x. — Nehmen wir 
in No. 7) zuerst r = 1 , so folgt 

Dies ist eine gewöhnliche Differenzengleicbung erster Ordnung mit 
konslanten CoeffizienCen ; integrirt man dieselbe nach dem in §. 3. 
auseinander gesetzten Verfahren, so folgt 



l^...= c(2'_i-) • 



wo C die Integrationskonstante bedeutet. Da y^^^ ^ 1 ist, so folgt 
für x = 2 , 1 = 4C — 1. oder C = -^ und mithin 

8) y^,, = a.'(2*l-2).. ^ 
Aus No. 7) ergiebt sich nun weiter für ^ == 2 untßr Benutzung des 
gefundenen Resultates 

!h^,B^^ 3y^,, 4.^. (2* -2). . 
Um sie rasch zu integriren setzen wir y^.,, :?£ 8^ti«> so wird 



Ux^ = «, + 



o !(!)'- 2 (l)j 
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und daraii5 findet sieh sogkjH» dufGii Intfgretiün 



1i.r 

und 



ys,t = C3* — -l-Si* + -1-1*. 



Die Constante C bestimmt sich durdi die Spezialisiruog x ^^ 3, wo- 
durch ^««,8 = ^8,8 = 1 ^rd« Es ergiebt sichC t= -J" ^''^ "**" 
hat dann 

9) yx,8 = 2^ (3'~ 3.2*'+3.1*). 

Für t = 3 liefert die Gleichung 7). die weitere ^pezialgleiehung 

yxM.A « 4y^,4 + 273 (»* - 3 .2* + 3 . 1*), 

wciclie mit Hülfe der Substitution yx,A = ^'^^x '^^^^^^ ^^ integriren ist. 
Ffdirt man die kleine Rechnung aus und bestimmt am Ende den 
Werlh der Integrationskonstanten, so findet inan ohne Mühe 

«^'^ = ai.4 (4*-4-3- + 6.2*-4.1-) 

und n^na man min die bisherigen W^rtbe von y«,i , y»,, » y«»a^y«.4 
mit einander vergleicht, so gelangt man indiiiitoriscb m der Fomel 

wobei ^i > fi , ^8 ' • • <1>® Binomialkoeffizienten r , -^(^ — 1) , 
■\-tit — l)(r — 2) etc. bedeuten. In der That befriedigt die vorste- 
hende Annahme für y^^t die in No. 7) aufgestellte Differenzenglei- 
chung, wovon man sich durch eine Jeichte Rechnung überzeugen 
kann,' und es ist somit das allgemeine Glied der gegebenen Doppel- 
reihe durch die Formel 10) independent bestimmt. 
III. Die zu integrirende DifferenEeoglei<&uBg sei 

11) ys-H.t^i = y^,r^H + ^,ty».t 

und darin a^^t ^ne gegebene Funktion von x und t. Nehmen wir 
zuerst f = 0, so folgt 



«B7 

oder 

und hieraus durch Integration 

y*.i = ^«*.ty«,f 

Aus No. 11) wird mm >veiter fÄr < =^ 1 

oder 

-^y*,a = ««,i5<l»,ay«.« 
und durch Integration 

y*,2 = -J«*,|5ö*;*y«,«« 
Man wird a^ur der Stelle den weiteren Fortgang dieses Verfahrens er- 
kennen, durch welche? man für ys,t die Formel 

12) ys,t = 2ax,t^Sag,t'-t'*'^^»,i^^^»%y^>$ 
erh2lt. Sind kein^ nUieren Bestin^mungen ül^er die Anfangsglieder 
der durch die Differenzengleichung 11) charakterisirten Doppelreihe 
gemacht, so ist y«,g noch unbestimmt und kann daher als eine wiD- 
kuhrliche Funktion von s betrachtet werden , ebenso unbestimmt blei- 
ben auch die Copstanten, welche man jeder einzelnen in No. 12) an- 
gedeuteten Integration beifugen kann. In dem Falle wo ax,t eine 
constante Grösse etwa h ist, vereinfacht ßich der Ausdruck 12) sehr 
und giebt 

wp mm aun S^^^yig,^ nach den Lehren deB§^ 16. in IL trinsfopmi«- 
ren kaon, wena naa yx,^ mit g>(x) bezeichnet — Man erieenni am 
4ieeea Beiq[>iele, dasß das Integral ekier Diffcarensengteichiing «Mar 
Ordnung zwischen zwei Variablen eine willkührliche Funktion enthUt 
und wird sich leicht überzeugen, d^ss überl^aupt iimnec soviele will- 
kfihrliche Funktionen yorhanden sein' müssen, als die Ordnung der 
Differenzengleicbung Einheiten zählt. . Mjm hat in dieser Beqlerk^^g 
ein Kriterium» ob ein ^e^undenf^ Integral d^ allgemeine Integra der 
Differenzengleichung oder nur ein partikulär(;s iM. 
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2^ 
§. 10, 

Wenn di^ zu integrirende Differenzengleichüng nur konstante 
CoefQzienten besitzt, so kann man noch auf einem anderem Wege zu 
ihrem Integrale gelangen. Um dies zii zeigen betrachten wir zuerst 
«die Differenzengleichüng 

1) Ay»,t + 4Wi,t + By,,/+i + Ä'y,+,,i^ = 
und nehmen hier die Substitution 

2) ' y^,t = «a^ß* 
vor^ wobei a , a und ß noch unbestimmte Konstanten bezeichnen. 
Die gegebene Differenzengleichüng verwandelt sich dann in die alge> 
hraische Gleichung ^ , 

3) i -f Ä'a + Bß + B'aß = 
w#raus folgt 

. ß^ i+J^ ..•/".'. 

^ "^ B + B'a 

und dies giebt denn als Integral von No. 1) 

wo nun a und a noch ganz beliebig sind. Trotzdem ist aber unser 
Ausdruck nicht 4as allgem^me integral der gegebenen Differenseiiglei- 
ehttng, weil «r. keine willkährltdie Funktion von x enthält; man ge- 
langt jedoch zu dem allgemei»ea Integrale auf folgendem Wege^ Es ist 
identisch 

(-ii^H-^)'('H-^)'('+^r 

und da man a jederzeit so gross nehmen kahn, daös gleichzei- 
tig 4'tt >> Ä und B'a >> A ist, so lassen sich der'kweltö und dritte 
Faktor rechter Hand in Reihen verwandeln, welche nach Potenzen von 

— fortschreiten. Man kann daher 
a 



4) 1-A±j:e\ 

*^ \ B + B'aJ 



-r, + r. -l + r,^4.r.i,+ 



setzen, worin die mit T bezeichneten CoefBzienten nur von Ä , A* , 
B , B^ und t abhängen* "Diese Schlüsse erleiden jedoch eine kleine 
Modification, wenn eine der Grössen Ä , A' , B , B* verschwindet. 
Für A sz Q ändert sich nichts wesentlich , für il' = würde 

= T.cr' + fja-'-* 4- T^a-'-^ + 

zu setzen sein, f&r '0 ==. 0' bleibt die Form 4) richtig und für S' = 
hätte man 

•)(-H^)' = (-^)'('-:^)' 

Die drei verschiedenen Formen 4), 5) und 6) lassen sidi leidit in 
eine einzige zusammenfassen indem man 



" (-^i 



=» T^af^ 4- r,a^'-* + Tj^^-* -f 

setzt, wo fi entweder = oder = — 1 oder = + 1 *s^- ^* 
wird jetzt 

Da die Konstanten a und a noch willkuhrlich sind, so können wir 
der Reihe nach auch b und ß, c und y etc. an ihre Stelle treten las- 
sen und erhalten so weiter 

Man übersieht weiter, dass diese verschiedenen Werthe von ^x,c eine 
Reihe partikulärer Integrale darsteUen und dass daher das allgem^ne 
Integral aus ihrer Supme. bfsteben muss. So wird denn 



+ }\(aa*-*-i"^« + 6^+i"«-* + cy*+A*<^» + ...) 
+ T^iaa^f^^-'^ + hß^h^-^ + cy»+?H-l + ...) 

+ 

wo jede der in Parenthesen stehenden Horizontalreiben von der Form 

m"" + ö/J* + cy« + 

ist. Da hierin « , 6 , c , . . • und ebenso a ^ ß , y ... v5ili|; will- 
kührliche Grössen sind , so darf man die Summe dieser Reihe als eine 
willkuhrlicbe Grösse von u betrachten und demgemflss mit (p(u) be- 
zeichnen ; so ergiebt sich jetzt das allgemeine Integral 

Die Bedeutung der hier vorkommenden willkährlichen Funktion €p ist 
leicht zu erkennen; für r ^ nämlich wird: 

y*,o = T^<p{^) + T^^(xA) + r,9p(Ä-2) + .... 
oder weil T^ = 1 , 7| = 7^ as f, ... ek ist» wie man aus der 
«leicbung 7) fül* t ^ ersieht, 

so dass man also statt der Formel 8) auch die folgende nehmen kann 

9) yx,t = T^y»'^fMt,% 4- Ti'y»^fitr-i,% + Taxi'fit't.9 + •••• 
welche nun das aligenl^ine Integral der Glekhung 1) darstellt. 

In den beiden Fällen A = und A' = kann man die Werlhe 
von Fo , Ti , fj , ... ohne Weitläufigkeit entwickehi; für B = 
hat man nämlich 

A' A 

und wenn — — = a , -p = 6 gesetzt wird , so ist dieser Ausdruck 

= r,a' + f,a'» -l + f,a»6«.^H- ...... 

also jtt = , r, = f,o* , r, »j tiofb , r, = <,a«6' etc. upd folglich 

10) y* t = a' j«,y,.o + hkgM-i , + ... + t^'y*-».#^ 
wobei t ab ganze positive ZaM TOnnuig^Mfet ist 



Fär B' = hat man 

A^ A 

und für — -5^ = a , -7; = 6 ist dies 

Daraus fol^ jm = + 1 , und überhaupt 

11) ys.t = ä' j^#y*+^« + ^i^«^^-i,0 + .•• + uVyx,^ 

wobei r wieder als ganse positive Zahl veraoagesetzt worden ist. 

Mit einer kicken Mofifikation ist dielntegratiensmetfiode, wekli^ 
wir hier auseinandergesetzt haben, auch auf Gleichungen von hlüiereii 
Ordnungen anwdifiibBr. Um X. B. die aUgemeine Differenzen^eichung 
zweiter Ordnung mit tionslaiAen CoefBzienlen 

+ Cy^lt-ht ) 
zu integrifen, setzen wir wieder 

12) y^^t = aa^ß^ 
und erhalten jetzt zwisciien u und ß folgende Relation 

13) i + A'a + A"a\ 

+ Bß + B*aßl = 

Wollte man diese Gleichung ebenso bAandeln, wie es früher mit der 
«kidiuiig 3) geschab, also ß durch « ausdrücken, so würde map auf 
grosse WeiUäufigkeiten Bossen; diese lassen sich einigermassen um- 
gehen, wenn man der Reihe nach /^, /?»,/?*;.... /?' durch « und 
iiic erste Potenz vm« ß darstellt. Man hat nämlich 

ferner ^« = ^» . /J ris« . 

^. ^ - ±±je+j-:^ f 



C ^^ 
wo man den Werth von ß'^ aus der vorigen Gleichung substituiren 
kann. Auf gleiche Weise erhält man nachher ß^ = ß^^ß, indem 
man für ß^ meier die erste Gleichung substituirt Indem man so 
fort geht ersieht man die SiögUchkeit y^ unter folgender Form dar- 
zustellen: 

ß' = re,6 + r,,o« + T,,,a^ + ... + Tt,.a^ 

+ T.^.ß + Ti,,«/? + r,,,aV + •. + Tt-^A^'^'ß 
wobei die mit T bezeichneten Coefßzienten nur von Ä , A* , A'* , 
B , B* , C und t abhängen. Hieraus folgt nun durch Multiplikation 
mit aa^, 

y^.i^ T^..aa' + r,,^aa*+* + ... + Tt,.aa''^' 

+ T.,^aa^ß + T^^^aa^-^'ß + .. + r,-i,,a«'+«-t^ 
Man bildet nun aus diesem partikulären Integrale, unserer Differenzen- 
gleichung das aUgemeine Ifttegral derselben, indem man an die Stdle 
von ao^ eine willkührliche Funktion von x etwa q>^{x) und ebenso 
an die Stelle von aoc^ß eine zweite beliebige Funktion g>i{x) treten 
lässt ; es wird dann 
14) y^,, = r,,,9)e(jr) + ri,.y.(a; + l) + ... + Tt,^(p.{x+t) 

+ r^,,9Pt(a?) + ri,,9i(^+i) + .. + rr^,i?i(a?+^— 1). 

Die Bedeutung der Funktionen 9>o(^) ^^^ 9i(^) i^^ leicht zu eriien- 
nen; denn für ^ = reduzirt sich /9^ auf 1 und mithin verschwin- 
den alle T bis auf das erste T^^^ = 1; daher folgt jetzt aus No. 14) 

für r =. 1 dagegen wird ß^ =z ß und mithin annalliren sieh vried«r 
alle T mit Ausnahme von T^i^ = 1, so dass jetzt 

folgt Demnach kann man die Gleichung 14^ audi in folgender Form 
darstellen: 

15) yx,t = ^o^ey«,© rh ^i,%y»^,% + ... + r«,©y«+i,o 

+ ^0,1^«,! + ?i,4y«4.|,| -h .. + '«-iaV^+t-i,!* 
Ganz auf dieselbe Weise lässt sich die Differenzengleichung n^w Ord- 
nung 
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+ J^yx.i-^J 



behandeln. Man setzt nftmlidi zunächst 

y = ao^ß^ 
und fiadet dann fCkr et und /? die Bedingungsgleiohtmg 

+ ^/? 4- J»'a/f + •.. + BC— J)««^«/?] 

+ Ca/J« + ..• + r(«^>a--V*J = • 



welche dazu dient um /9" durch die gegdienen C!oeffizient^ und durch 
a , a* , ... a» , /J , /^* # -•• /**"* auszudrücken. Multipiidrt man 
die so entstandene Gleichung (/9* = etc.) mit /?, so erhilt man links 
ß^^ und rechts kommt auch ß^ vor, welches man Tennöge der d>en 
angedeuteten Gleichung für ß^ wieder durdi die niedrigeren Potenzen 
Ton ß ausdrüdtt. Nochmalige Multiplikation mit ß und nachherige 
Substitution von /3" führt dann weiter zurKenntniss von ß^'^ und in- 
dem man so fortschreitet, kann man ^ f^r t > u — 2 auf folgende 
Weise darsteUen: 

17) ß^ = Tco + ri,o + r,,oa* + ...• + Tt,ffif 
+ To.iß + T,^,aß^ + ... + r.-i,,a^'/? 



Multiplizirt man dies mit ac^, so erhält man ein partikuläres Integral 
untercdr DifferemeengleichuDg imd man leitet hieraus das allgemeine In- 
tegral ab, faidem man an die Stellen Ton 

oö» , aa^ß , iicf*^* , .... 
d. i* wtUkfthrlicfaen Funktionen 

treten lässt, so ergiebt sich das allgemeine Integral: 



18) y,,i = ro,«yo(«r) + T^,o{^ + 1) + T^,i^(Ji^ + 2) 

+ ro.iyi(a?) + 2i49^i(a? + l) + ••• + rt-,,i9>i(JP + r— 1) 
' + 3ro,jyi(a?) + ... + 3fW2,j%(»+^— 2) 



Um die willkährlichen FunktioneB zu ^bestimmen nehmen wir der 
Reihe nach r = > 1 , 2 , .•. « — 1, wodurch ß^'m l , fi , /»', 
... ß^* übergeht. Mit No* 17) Tergliehen, folgt daraus, dass den 
Fällen ^ == , T , 2 , ... n — ^ 1 die iiadistebenden Gleichungen 
entsprechen : 

^0,0 =5 1 > ^j.o = , Tj^o = , .... 

To,! =5 , J|,| = 1 , Jj*! = , .... 

Jo,i - 0-^1,2 = , r,,, « i ...... 

etc. . . - 
und wenn man Jetzt diese SubstitutioneB an der Gleicbuog 18) vor- 
nimmt; so ergditen skh der Aeihe nadi diie Formeln 

« 

wodurdi die mit ^ bezeichneten willkübrlidieB Funktionen ihre Be- 
stimmung finden« Es ist dann nach No» 18) 

+ ... + Too3f4>fi«o 

+ 3rö,iy«,t + ^i^iffe+t,! + •• + ^<-i,iy*+i-i,i 



das allgemeine Integral der Difierenzengleichung 16). Die Integrations- 
medMide, weMie wir hier auseinandergosetzt jiabeB, kann zwar auf 
4^n Namen einer allgetiieinen .Ajasprucb maiohoti.. (voniu^flfHtzf , dass 
die Differenzenglcichung konstante Koeflßzi^nten betlH^ uud des ersten 
Grad nicht übersteigt), .doch därfep wir oic^t yerhehlen, dass die- 
selbe mit einer wahrhaft ermüdenden .WoiHSuOf^eii vfftaaden .sein 
kann , indem die Bestimmung^ der .mit T b.eaeichBeU»i Funktionen der 
CoefBzienten nur dordi suc$essi?e EliiBinMion also niflht indepeadeBt 
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geschiebt, waa die WahrDehmung ifarea BikJaugsge&etzes meistens 
sehr erschwert. Dagegeo bietet die be^)rodiene Methode den Vor- 
tfaeil, dass man wenigstens die Form des gesuchten Integrales erfahrt 
und man kann sich dies in so fem zu Nutze machen, als es in man- 
chen Fllleii nicht so sdiwer ist, in der im voraus auf^steiiten äuge- 
neineR Form die Grössen 7 rückwärt» durch ein^ dem besonderen 
Falte angepassten Kunstgriff m bestimmen. 



J. IL 

BIITerenBeiiglelebiuii^en mit liielir«reii imAbliAiii^iyeii 

¥»rlaMeiu 

Sowie eine Differenzengleichutig mit zwei unabhängigen Verän* 
d^lidien als die Rekursiomsformel angesehen werden kann, welche 
zwisdien den Gliedern einer Doppelreihe statt findet, so lassen sich 
Differenzengleichungen mit drei, vier und mehreren Variablen als Be- 
ziehungen zwischen den Gliedern von Reihen mit drei-, vier- und 
überhaupt mehrfachem Eingange auffassen. Im Allgemeinen ist die 
Integration solcher Gleichungen ein im hohen Grade verwickeltes Ge 
sch&fft und man kann es daher als ein Glück ansehen, dass sie nur 
sehr selten vorkommen» Das Verfahren selbst ist im Ganzen dasselbe 
wie bei den Differenzengleichungen mit zwei Veränderlichen, nur dass 
es hier der Natur der ISache nach nooh weitläufigere Rechnungen er- 
foTdat wie dort. Man bestimmt iiätnlicli die unbekaniite Fiinktion 
yjB,t,u dreier Veränderlichen dadurch, dass man successiv aus yi.,o«u 
erst »a;,o.i * V»,o,2 > •*• Mr>o,« abifeitet und darauf m.t,u,th,%.u , 
• •• 9*0t,u der Reihe nach entwickelt. Dieselbe Methode isr auch auf 
eine grössere A&zah} vcm Variablen anwendbar. Ntr in dem einen 
Falle, wo die Differenzengleichung konstante CoeflBzienten besitzt, kann 
man sich ünto Verfahrens bedienen, welches dem im vorigen Para- 
graphen benutzten völlig analog ist und dies wollen wir noch an ei- 
nem rinfadten Beispiele zeigen. 

Die gegebene Differenzengleichung mit drei Veränderlichen sei: 
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= 
so nebme^man ya,t,u « aa'ß^'f, Y9o a , a , ß , f noch unbe- 
stimmte Konstanten sind; man findet jetzt durch SubstitutioB, dass 
die gegebene Differenzenglcichung in dk folgende zwischen a y ß , y 
statt habende Bedingungsgleicbung übergebt; 
A + Ba + Caß + Daßy 

+ B'ß + Cay = 

+ B'y + C'ßy 
aus welcher man für y den Werth 

_ _ Ä + Ba + B'ß + Caß 
y - B*»^ Ca J^ C'*ß 4. Baß 

erhalt. Es ist daher, wenn dies in yx,t,% s^ aa^ß^'f eingefülut 
wird, der Ausdruck 

V.j,ü = ««•/? y- B-^Ca'\-C-ß^Daß) 
ein Integral unserer Differenzengleichung nnd zwar ein partikuläres, 
weil keine willkührliche Funktion darin vorkommt. Giebt man y die 
Form 

^ + -^ + 7 + % 

SO erkennt man leioht, dass sich Y* unter folgender Cestait darstellen 
lässt: 
. y. = üo.o + ü,., i + r7,.o ^ + t^., ^, + .... 

+ etc. 
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wo die mit t^ bezekihneten Coefifilrienten nur Tbn den gegebenen kon- 
stanten Gröswn A , B , B' , B'^ ^ € , C , C-' , D uiid von t« ab- 
hängig sind. Unser paitilmttres Integral nimral jetzt dfe folgende 
Form an: 

+ m. . 

Multipiizirt man mit a herüber und lässt jetzt an die SteHe Ton 

eine willkührliche Funktion von x und / treten, so geht unser par- 
tikulares Integral in das allgemeine Integral über nämlich 
ys:t.u = Uo,^(p(x,t) + £^i,e9>(x— 1,0 + £^2,«9>(x— 2,0 + ... 
+ U^,ig>{x,t — 1) + £^,,t<iP(a:— l,r— 1) 4- ... 

+ Uo,tq>(x,t—2) + ... 
+ etc. 

Setzt mah in dem Werthe von ß^ speziell w = 0, so wird /^ = 1 
und mithin 

etc.. 
und wenn man dies für die obige Gleichung benutzt, indem man 
auch dort u = setzt, so wird 

d. h. es findet die willkührlidhe Funktion (p ihre Bestimmung. Man 
kann demnach dem allgemeinen Integrale auch die nachstehende Form 
ertheilen : 

y«,M« =? £^a,©y*,«,8 + Vi*%yx-i,t,% + £^2,oy*-2,t,« + ... 

+ ^o.jy*,/-!,* + '^i»iy«-i,<-i,« + ... 

+ ^«^zy*,/— 2,« + ... 

+ etc. 
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Zur VerToIkUndigung dieser Aufld&img nvfirde noch g^hfiren, iu$ 
man die .Wertbe der mit ü bezeichneleo Coeffliienten durdi Ä , B , 
V , B** , C , C* , C" , D mi U aosgedrdckt entwid&dfe; diea 
wurde jedoch zu einem äusserst weitläufigen Calcül führen, wenn 
nicht mehrere der genannten Coei&ienten = sind. Auch hier be- 
steht demnach der Vortheil, welcher die Methode darbietet, haupt- 
sächlich nur darin , dass sie die Form des Integrales kennen lehrt und 
es wiederholt sich daher die Bemerkung, welche wir schon am Ende 
des vorigen Paragraphen gemacht haben. 



I^Herarlifstorisclies. 



• JVas enle Werk, in weÜDheni'^iRe systematische Darlegung der 
DifferaBengleidiüng Tersocbl "wird, ist: M^thodus incrementorum di^ 
recta et inversa, auctore Brook Taylor, LondM 1718, dessen 
Slndinm nur leider durch die unbequeme }>ezeichnung etwas er- 
schwert wird. Eine wichtige Erweiterung erhielten jene Anfange bald 
nachher durch die Schrift: Methodus differentialis , $ive traetatus de 
^$ummati9ne et interpolatione serierum infinitarwm, auctore Jac* 
Stirling, Londini 1730, welche reich an Untersuchungen über die 
Summirung, Interpolation und Transformation der Reihen ist. Hier 
kommt u. A. die halbconvergente Reihe für 1(1. 2. 3... p) zum ersten 
Male vor und die betreffende Pormel führt auch jetzt gewöhnlich noch 
den Namen ihres Urhebers. Neuere Darstellungen der Differenzen- 
Y^cbnulig^ Sind die von Aller in seiner Differenzialrechnung, Ton Bos- 
na m der Bneyehpidie ^thodi'que (Xrükel differences finies), von 
lacrmx Im drkten liefle seines Traiti du calml di/ferentiel et du 
taihulinrigfgl, Far. 1S19 (Motto: Tantum series juncturaque polkt i 
Bm-aii), von Sehmim hi seiner der combinatorischeu Schule angeh5- 
tenden Theorie der Differenz^ und Differenziale, BeideHferg i9li5 
und rmi Oett^er ih seinem ßtfptrenn^l^ und Differenzen -CalGut; 
Main» I6l3i. Was die einzieJnen Lehren der direkten und indirekten 
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Differenzenrechnung anbetrifll, so haben wir der Reihe nach folgen- 
des zu erwähnen: 

Der Gedanke, die Fonael /(^+«A) = f(x) + h^f{x) 
+ $2^ fix) + etc. in eine andere umzusetzen, welche nicht mehr 
Differenzen,' sondern Differenzialquotienten enthält, gehört Taylor an, 
seine Ausfuhrung aber blieb bisher immer mangelhaft, weil man auf 
den Rest .der Reihe keine Rücksicht nahm; die in §. 6. gegebene 
Darstellung Termeidet diesen Fehler auf die Ton /. Caque in Ztoii- 
ville's Journal de Mathematiques Octobre 1845 pag. 379 angegebe- 
nen Weise. 

Die symbolischen FormeLs, welche wir für die höheren .Differen- 
zen der Funktionen einer oder mehrerer Variablen mitgetheilt haben 
sind SchöpfuDgen Ton Lagrange und Laplace, worüber msm die Mi-- 
moires de l'Äcademie de Berlin 1772 und die Theorie analytique des 
frobabilitis, Livre I. Capp. L und II. nachsehen kann; der letzte 
grpsse Analytiker hat der^ichen FormehDi auch für die Summen ^nf- 
gestellt, z.;B< ' 

worin überhaupt Dx"^ für I udxh zu rechnen ist; diese und ähn- 

i . . • • 

liehe Formeln sind aber nichts weniger als allgemein richtig, denn 

schon der einfachste Fall n == 1 führt im Allgemeinen auf halbcon* 
vergente Reiben, die man ohne gehörige Restbestimmung (woYon in 
Laplace' 8 Formeln keine Rede ist) keiner bestimmten Funktion gleich 
setzen darf. 

lieber den Rest der von Afac lofinn herruhrcindep. Formel 12 
in §. 11. sind zuerst Yon Poieson^ einige scharbimuge Untersuehon- 
gen angestellt worden (MmQires ßeJ*aeaimi€: du $^meß$ Fol. IV. 
pag. 511), weitere Betrachtungen, finden sic|^ darüber ia, CrelUfs 
Journal ßr Mathematik zuerst Yon.Jacohi (Bd. 12. S. 20., d$ uäu 
l^timo formulae summat4frwe ^Maflaurimafi)i und nadiber von 
Malmtin (Bd. 35. S. 55 , sur la farmh hu'» ^ ^Ug—^hJu^g + etc.) ; 
der. letzteren sind wir gef^lgt^da sie Uhren Gegenstand erschöpft« 
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Die Schönen Formeln zur Verwandlung der endlichen Integrale 
in einfache bestimmte Integrale §§.14, 15. und 16 im zweiten Theile) 
verdankt man dem genialen Abel (Oeuvres completes de Abel ^ tome IL 
No. VII) ; dass die Coefüzienten , welche in jenen Formeln vorkom- 
men (S. 173) so nahe mit den Fakultätencoeffizienten verwandt sind, 
scheint dem Verfasser entgangen zu sein. 

Ueber die etwas weitläufige Lehre von der Integration der Dif- 
ferenzengleichungen findet man die tiefsten Untersuchungen bei La^ 
place {Memoires presentes tome VI et VII, Memoires de Vacademie 
des Sciences 1773 und theorie analytique des probabilites) zu dereiv 
Studium das vorliegende Werk als Vorbereitung dienen möge. 



1 



Terbesseningreii. 

S. 9 Formel 18) ist der Strich Aber l-(« + A)* za ergknien. 

S. 9 Z. 6 V. u. statt cosa I. cos«. 

S«^ 10 Z:.10 V. 0. statt eota 1. eota. 

S. 15 Z. 8 ▼. o. statt recht 1. rechts. 

S. 16 Z. 18 y. 0. ist die Parenthese hinter s*'^ in itreichen. 

S. 21 Z. 17 V. o. statt A^) 1. A'f ). 

S. 47 Z. 5. ▼. u. statt /<"*~^J I. /<'^-^^>. 

S. 51 Z. 4 ?. 0. ist die Parenthese hinter ("a*)*"""' ^u streichen. 
S. 59 Z. 8 V. 0. sUtt 1.3. 3... (2m) 1. 1.2.3...(2f»). 

S.64Z.2T.a.statt = (^)l.=(^)' 

S. 89 Z. 4. r. u. statt e' U a'- 

S. 89 Formel 4) statt a 1. a'. 

S. 94 Z. 2 V. 0. statt m — i— 1 + 1 1. m— f^^l + 1. 

S. 98 Z. 4 V. o. statt — ... 1. + ... 

S 109 Formel 3) statt cotx = wtnx 1. co$x •■{• itmx, 

S. 112 Z. 14 V. u. statt eos^ 1. cos 3. 

S. 137 Formel 1) statt B* 1. Bi- 

S. 139 Z. 2 Y. n. statt Gleichungen I. Ungleichungen. 

B v^ B v^ 

S. 155 Z. II T. ü. statt = fXO *• •• 1.13.4 

S. 160 Z. 7 V. u. statt e^'^— 1 1. e'^^»— 1. 

S. 192 Formel 5) statt Zx^i 1. 7«*fl. 
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